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Vorwort.

Bei Herausgabe der vorliegenden Sammlung von Aufgaben
war die Erwigung malsgebend, dafs ein Studium der analytischen
Geometrie nur dann wahrhaft fruchtbringend sein kann, wenn mit
der theoretischen Behandlung zugleich die praktische Ubung ver-
bunden wird. Um fiir diese Ubung ein ausgiebiges Material zu
schaffen, galt es nicht nur die lingst bekannten Theorieen zu be-
riicksichtigen, sondern auch die zahlreichen grofsen Resultate, mit
denen wihrend der jiingsten Jahrzehnte die Wissenschaft bereichert
worden ist, in leicht fafslichen Problemen zur Anwendung zu
bringen. Fiir die Losungen schien es angemessen, auch die Metho-
den der modernen Algebra zu benutzen.

Das Werk soll den Studierenden der Mathematik auf der
Universitit und der technischen Hochschule dienen, doch werden
die ersten Hefte auch bei dem Unterrichte auf der obersten Stufe
der Realschule Verwendung finden kénnen.

Mochte es dem Buche gelingen, die Jiinger der Wissenschaft
bei ihrem Studium zu fordern wnd sie zur Selbstthitigkeit an-
zuregen.

Magdeburg, im Januar 1882,
Ad. Hochheim.
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Bestimmung der Lage eines Punktes durch die
Koordinaten desselben.

1. Bestimme die Lage der Punkte, deren Koordinaten sind:
a)e =38, y=25; b)r=—6,y=—1; c)z=",9y=—2;
dDz=—1,y=4; ¢) 1=0, y=—3; f) »="6, y =0;
g) z=0,y=0.

2. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks sind:
=2, yy=4; 2=—2,Y="7 3= —6,y;=—28.
Das Dreieck ist zu konstruieren.

3. Konstruiere das Viereck, dessen Eckpunkte die Koordi-
naten 4, =17, y; = 2; 2,=0,9,=—9; 3=—3,y;=—1;
x, = — 6, y, = 4 besitzen.

4. Gegeben sei die Abscisse z = 4. Es soll die zugehérige
Ordinate gesucht und konstruiert werden

a) mit Hilfe der Gleichung y = 22 — 9;

5. Wo liegen die Punkte, deren Koordinaten folgenden
Gleichungen gentigen:

a) 3 — Ty =55, bz + 2y = — 4;

b) 28 — 8y = — 3, 11z — 16y = — 19;

) 2"+ (b—y) b—fe—y) =0,s+y=T;

d) 92° 4 102y + y? = 273, 92° — 102y + y* = 33°?

6. . Wie viel Punkte ergeben sich, wenn die eine Gleichung
vom p'®, die andere vom ¢%*® Grade isi?

7. Welches sind die Koordinaten derjenigen Punkte, welche
anf der Abscissenachse oder der Ordinatenachse liegen und vom
Koordinatenanfangspunkte den Abstand @ haben? Welches sind
die Koordinaten des Koordinatenanfangspunktes?

8. Gegeben sei ein Quadrat mit der Seite s. Durch den
Schnittpunkt der Diagonalen sei ein rechtwinkliges Achsensystem
gelegt. Welches sind die Koordinaten der Ecken,

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. I. 1



2 Bestimmung der Lage eines Punktes durch die Koordinaten desselben.

a) wenn die Seiten den Achsen parallel laufen?
b) wenn die Diagonalen auf den Achsen liegen?
9. In welcher Beziehung stehen die Koordinaten zweier Punkte,
deren Verbindungslinie im Koordinatenanfangspunkte halbiert wird?
10. Ein regulires Achteck besitze die Seite s. Der Mittel-
punkt desselben sei Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems. Welches sind die Koordinaten der Ecken,
a) wenn zwei Seiten desselben der Y-Achse parallel laufen?
b) wenn die Abscissenachse durch zwei gegeniiberliegende Ecken
geht?

Die Entfernung zweier Punkte.

11. Gegeben seien die rechtwinkligen Koordinaten der beiden
Punkte 4 und B: (2, ,), (%5, ¥,). Wie grofs ist die Entfernung
zwischen beiden?

Beispiele.

a) # =0, 4 =0, 5, = 8, g, = 6.
b) z, =5, y, = 24, », = 17, y, = 29.

e) 4, =27, y, = — 11, gy = — 3, y = — T.
12. Der Koordinatenwinkel betrage 60° Die Koordinaten
des Punktes A seien x, = 9, y, = — 4, die des Punktes B

zy =11, y, == 7. Wie weit sind beide Punkte von einander entfernt?
13. Die Polarkoordinaten des Punktes A seien r, = 17,
@, = 30° 11, die des Punktes B 7, = 19, ¢, = 172° 30". Wie
grols ist der Abstand zwischen beiden Punkten?
14. Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte
der Y-Achse, die von dem Punkte (2, ;) den Abstand d haben?
15. Welche Bedingung mufls erfiillt sein, wenn der Punkt
(#, ;) von dem Punkte (7, — 2) die Entfernung 11 haben soll?
16. Welcher Bedingung miissen die Koordinaten eines Punktes
(#, y) Geniige leisten, wenn er von den Punkten (2, 5), (—11, 1)
gleiche Entfernung haben soll?
17. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind (2, ¥,),
(%) 95), (s, ys5). Wie lang sind die Seiten desselben?
Beispiele.
a’) =2,y =—13, 3y = — 9, gy =05, x, =17, y; = 23.
b) @ =5, y, =0, 5, =0, y, = 29, 1, = 18, y; = 4.



Die Entfernung zweier Punkte. 3

18. Die Koordinaten der Ecken eines Vierecks seien (3, 4),
(7, — 1), (6, — 5), (— 16, 11). Wie lang sind die Seiten?
Wie lang die Diagonalen?

19. Die Linge einer Strecke sei — }/314. Die Koordi-
naten des einen Endpunktes seien x, = 5, y, = — 3, die Ab-
scisse des zweiten 2,=22. Wie grofs ist die Ordinate des letzteren?

Teilung einer Strecke nach einem bestimmten
Verhaltnis.

20. Gegeben seien die Koordinaten der Endpunkte einer
Strecke (2, %), (%3, ;). Welches sind die Koordinaten desjenigen
Punktes, der diese Strecke im Verhiltnis m:n teilt?

Beispiele.
a)a, =T, 9 =11, 2, =13, 9y, =4, m =1, n =1,
b) = —2,y =38, 2,=12, yy=— 6, m=1, n = 2.
)4y =238,y =13, ty=—T, 9= — 1, m=4, n= 1.
21. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien
w =23, 4 =05, B =1"T, Yp=— 9, r3=— 2, yg=—4

Welches sind die Koordinaten der Halbierungspunkte der Seiten?
Welches sind die Koordinaten des Schwerpunktes?

22. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien
(5, — 7), (1, 11), (— 4, 13). Welches sind die Koordinaten des
Schwerpunktes? Wie weit ist derselbe vom zweiten Eckpunkte
und wie weit vom Koordinatenanfangspunkte entfernt?

23. Eine Strecke sei in drei gleiche Teile geteilt. Der eine
Endpunkt besitze die Koordinaten (3, 8), der zuniichst liegende
Teilpunkt (4, 18). Welches sind die Koordinaten des anderen
Endpunktes?

24. Die Strecke A B soll iiber jeden ihrer Endpunkte hinaus
um ihre Hilfte verlingert werden. Welches sind die Koordinaten
der Endpunkte der Verlingerungen? Die Koordinaten von A seien
(5, 6), die von B (7, 2).

25. Die Koordinaten von drei Eckpunkten eines Parallelo-
gramms sind bekannt: (1, 2), (— 5, — 38), (7, — 6). Welches

sind die Koordinaten des vierten Eckpunktes?
1%



4 Teilung einer Strecke nach einem bestimmten Verhiltnis.

26. Die Strecke AB soll iiber B hinaus soweit verlingert
werden, dafs sie sich zu ihrer Verlingerung wie 4 zu 7 verhilt.
Die Koordinaten von A seien (5, 4), die von B (6, — 9).

27. Die eine Seite eines Dreiecks sei im Verh#ltnis m zu
n geteilt, die Verbindungslinie dieses Teilpunktes mit der gegen-
tiberliegenden Ecke im Verhdltnis p zu g. Welches sind die
Koordinaten des letzteren Teilpunktes?

Transformation der Koordinaten.

28. Gegeben sei die Gleichung y == 52 — 6. Welche Ge-
stalt nimmt dieselbe an, wenn sie auf ein neues rechtwinkliges
Koordinatensystem bezogen wird, dessen Achsen den urspriinglichen
parallel sind und sich im Punkte (5, 4) schneiden?

29. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes gentigen
der Gleichung #® -+ 14z -+ y> — 10y + 49 = 0. Welche Form
nimmt dieselbe an, wenn ein neues System zu Grunde gelegt wird,
dessen Achsen den urspriinglichen parallel sind und sich im Punkte
(— 17, 5) durchschneiden?

30. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes gentigen
der Relation y = f (). Welche Umwandlung erfihrt dieselbe,
wenn man ein neues rechtwinkliges Koordinatensystem zu Grunde
legt, welches denselben Anfangspunkt besitzt, dessen Achsen aber
gegen die urspriinglichen unter dem Winkel « geneigt sind?

Beispiele.
a) (¥* + %) (ztge + y) = 2ay (z — y tg @), der Drehungs-
winkel sei o.
V3

b) (2 — 9°) (%—l——[)-!—xy V3= +aV3 +y=0,
Drehungswinkel = 30°.

31. Gegeben sei die Gleichung z® — y% = a?; dieselbe soll
auf ein neues Koordinatensystem transformiert werden, dessen
Achsen die Halbierungslinien der rechten Winkel des urspriing-
lichen Systems sind.

32. Der Gleichung 2y + 2xy + 2* 4+ 4R? = 0 gentigen
die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes. Um welchen Winkel



Transformation der Koordinaten. 5}

mufs das Koordinatensystem gedreht werden, wenn die aus der
Transformation hervorgehende Gleichung das Produkt der beiden
neuen Koordinaten nicht enthalten soll?

33. Um welchen Winkel mufs ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem gedreht werden, damit die X-Achse in ihrer neuen
Lage durch den Punkt 2, = 5, y; = 7 hindurchgeht?

34. Der Koordinatenwinkel eines schiefwinkligen Systems be-
trage 45° Es mogen die Halbierungslinien dieses Winkels und
seines Nebenwinkels zu Achsen eines neuen Systems genommen
werden. Wie lauten die Transformationsformeln?

Beispiel. #2(4 —3V2) 4 y?(4 +3V2) +4ayV2=0.

35. Der Koordinatenwinkel eines Achsensystems betrage 60°.
Die Y-Achse moge um den Koordinatenanfangspunkt so gedreht
werden, dafs sie lotrecht zur X-Achse steht. Welches sind die
Transformationsgleichungen?

Beispiel. ¢ -+ Tay + §y -+ 5z 4 Ta®> = 0.

36. Gegeben sei ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit
dem Koordinatenwinkel «. Durch den Koordinatenanfangspunkt
seien zwei neue Achsen gelegt mit dem Koordinatenwinkel 3. Die
neue X-Achse schliefse mit der urspriinglichen den Winkel y ein.
Welches sind die Transformationsgleichungen?

37. Ein rechtwinkliges Koordinatensystem werde um den
Winkel ¢ gedreht und aufserdem so fortgeschoben, dafs der Ko-
ordinatenanfangspunkt mit dem Punkte (¢, b) zusammenfillt. Welche
Gestalt nimmt die Gleichung y = f(z) an, der die Koordinaten
(x, y) eines gegebenen Punktes geniigen?

Beispiel.

L@V 3+ 897 —katy+ 1V 3+ (§—1V/3) — (§+1V/3)
+ayG—4V3) +e(PV3—D—uy(§ —1V3)—§V8—1=0;
a=2,b=1, «a =30°

38. Die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes geniigen
der Gleichung y = ¢ (#), Welche Form nimmt diese Relation an
bei Einfihrung von Polarkoordinaten, wenn der Pol die recht-

winkligen Koordinaten (a, b) besitzt und die feste Achse PS zur
X-Achse unter dem Winkel « geneigt ist?



6 Die gerade Linie.

Beispiele.
1)y —6y+9—52=0,a=14 0=3, «a =0"
2) a? — 4z — 1yt — by — 54 =10, 0=2b=— 3 a=00"
) @+ )P =rG"—y), a=00=0, o« =0"

39. Die Polarkoordinaten eines Punktes sind durch recht-
winklige zu ersetzen unter der Bedingung, dals die Abscissenachse
des rechtwinkligen Systems mit der festen Achse und der Koordi-
natenanfangspunkt mit dem Pol zusammenfillt.

R ko
Beispiele. 1) ¢ = o
9) ¢ = k sin 2.
3) o — 5k sin&cos—ﬁ.

= sine -+ cos? &

Die gerade Linie.
(Rechtwinklige Koordinaten.)
Die Gleichung der geraden Linie.
40. Welche Bedeutung haben die konstanten Grofsen in
folgenden Gleichungen:
z 2
«) y=dz 4, B, +o=1

y) zcosp +ysing=p, 0)y—b=tgp(x — a)?
41. Die Lage einer geraden Linie ist aus ihrer Gleichung
zu bestimmen,

Beispiele.
1) = a; 2)x = 0; 3) & = — b;
4) y=2; 5)y=—T1; 6) y = =;
Ny=-—u 8)y = {w; Ny=—"%mz
% .
10) y =& + a; Wy=ta+7 12)y=3 =79
» z Y
1B)y=—243 Wy=—T—1515)z—%=1;
x Yy x Yy x K
—2 ¥y, 241 18) L — 5,

19) y — 5==%(2—3); 20)y + 6 = — 4 (z—12).



Die gerade Linie. T

42. Aus der Gleichung einer Geraden Lz -+ My 4+ N =10
ist der Neigungswinkel derselben zur X-Achse zu bestimmen.

Beispiele. a) 52 — 3y + 7=10; b) Tz - 11y — 3 = 0.

43. Aus der Gleichung einer Geraden Lz - My 4+ N =0
ist die Normalgleichung derselben zu entwickeln.

Beispiele. a) 32z +4y+2=0; b) 12245y — 26 =0.

Bestimmung der Gleichung einer geraden Linie aus
gegebenen Stiicken.

44. Durch die Punkte (2;,%,), (@5, 9o) Werde eine gerade Linie
gelegt. Welches ist die Gleichung derselben?

Beispiele. a) o, =4, 3y, = 5, 4, = 7,9, = 11.

b) ¢, =— 385, y, =16, 1, =52, g = — 1.
¢) w =0, y, = 2,1, x, = — 14, y, = 0.

Welchen Abstand hat jede dieser Geraden vom Koordinaten-
anfangspunkte?

45. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die auf dem
positiven Teile der X-Achse eine Strecke von der Linge 7, auf
dem negativen Teile der Y-Achse eine Strecke von der Linge 2
abschneidet ? ,

46. Gegeben seien die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks. .
Welches sind die Gleichungen der Seiten?

a‘) y=—1 9y =—1, 8= —23, yg =25, w3 =17, y; = 11
b) », =85, ¥y, =28, 2, =13,y = — 4,2, ¥y =— 1,2, y; = 2.

47. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien
@, =05, yy=—1T, zy=1, y, =11, xy=—4, y;=13. Welches

sind die Gleichungen der Schwerpunktstransversalen?
48. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Vierecks seien

2 =0,y =0, 2, =1, Yo=25, 23="17, y; =0, zy=4,y,=—9

Welches sind die Gleichungen der Seiten und der Diagonalen?

49. Die Strecke zwischen den beiden Punkten (x;, y;) und
(#g) Y5) sei im Verhiiltnis m zu n geteilt. Welches ist die Gleichung
der Geraden, welche den Punkt (s, %;) mit dem Teilpunkte ver-
bindet?



8 Die gerade Linie.

Beispiel. #, =6, y, =2, 2, =17, y, = — 3, 5, = — 5,
Ys = —205, m =2, n=7>5,
50. Gegeben seien die Koordinaten der Eckpunkte eines

Vierecks, Jede Seite desselben sei im Verhdltnis m zu »n geteilt.
Welches sind die Gleichungen der Verbindungslinien der Teilpunkte ?

Beispiel.
=0, 4y =T, &, =235, yy =11, oy = 4, y, = — 3§,
y=—1y=—95 m=1, n=2.

51. Welche Bedingung mufls erfiillt sein, wenn die drei
Punkte (%, %), (%3, ¥s), (#, ¥;) in einer Geraden liegen sollen?
52. Welches ist die Gleichung einer Geradem, die durch den
Punkt (%, ,) geht und mit der X-Achse den Winkel ¢ einschliefst?
Beispiele. a) #, = 2, 5, = 17, ¢ = 60°;
b) 2, = — 38, y, = 11, ¢ = 45%
¢) #, =138, y, = — 4, ¢ = 150"
53. Es ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen, die
mit der Abscissenachse den Winkel o« = 30° einschliefst und auf

dem positiven oder negativen Teile derselben eine Strecke o = 7,5
abschneidet.

54. Die Gleichung einer Geraden ist anzugeben, welche mit
der X-Achse den Winkel ¢ = 67° einschlielst und auf dem posi-
tiven oder negativen Teile der Y-Achse eine Strecke a = 0,34
abschneidet.

55. Durch den Punkt 2, = 5, y, = 4 ist eine Gerade so
zu legen, dafs das von ihr und den Abschnitten auf den positiven
Achsenteilen gebildete rechtwinklige Dreieck den Inhalt 807 hat.
Welches ist die Gleichung der Geraden?

56. Durch den Punkt 2, = — 12, y, == 12 ist eine Gerade
zu legen, welche die negativen Teile der Koordinatenachsen schneidet
und zwar so, dafs das von ihr und den Abschnitten begrenzte
Dreieck den Inhalt 6 [J hat.

57. Durch den Punkt (w,, y,) ist eine Gerade zu legen, so
dafs der Abschnitt auf dem positiven oder negativen Teile der
Abscissenachse sich zu y;, wie m zu n verhilt.

Beispiel. o, =17, y, =2, m =5, n = 3.
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58. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die durch den

Punkt (7, y,) geht und vom Koordinatenanfangspunkte den Ab-
stand p besitzt?

Beispiele: a) », =11, y, =3, p = T.
b) # = — 4, y, =3, p=>5.
59. Durch den Punkt (2, y,) soll eine Gerade gelegt werden,

so dafs der Abschnitt zwischen den Achsen durch den gegebenen
Punkt im Verhiltnis m : n geteilt wird.

Beispiele. a) 2, =5, y, =7, m =1, n = 1.

b) @ = —4, y, =3, m=25, n=3.

Der Abstand eines Punktes von einer Geraden.

60. Welches ist die Linge des Lotes, welches sich von
einem Punkte (,, 7;) auf eine gegebene Gerade fillen Lifst? Die
Gleichung der Geraden sei

1) ysing +zcos o =p, 2)y=Mzx-n,
3)§+%=1, 4) Ly + My + N = o.
Beispiele.

a) v =y — 5, x, =1, y = 13,

b)?/+'$'x=]7 x == 5,6, y, = 4,8.

Y z ¢
C)—?;""1=1, x1=——4, :l/l=*—2.
d) 7x — 6y + 8 =0, » = 10, y, = — 1,1666 ...
e) by + 182 — 4 =0, », =5, y, = — 12,2.

61. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind (z, %),
(23, ¥5), (73, ¥5). Wie grofs sind die Hohen desselben? Wie lang
sind die Lote, die sich vom Koordinatenanfangspunkte auf die
Seiten fillen lassen? '

Beispiele.
a) oy =3,y =5ty =17, g = — 4 2y = — 11,y = — 13.
b) @ = — 1,5, =17, 4 =10, g = — 2, a3 = 15, y, — 17.

62. Gegeben seien die Gleichungen von zwei parallelen Ge-
raden y = 92 — 1 und y = 9z -} 7. Welchen Abstand haben
beide von einander?
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63. Durch den Punkt (z,, %) ist eine Gerade zu ziehen,
deren Abstand von dem Punkte (2, ¥,) gleich & ist. Welches
ist die Gleichung der Geraden?

Beispiele.

a) =6,y =T, & =5, y, — — 8, d=T7113;
b) w =3, 9, =12, 8, =1, y, =2, d=1/58.

64. Es soll durch den Punkt (z,, y,) eine Gerade gezogen
werden, so dafs die Lote, welche sich von den Punkten (xy, y;)
und (z3, y;) auf dieselbe fillen lassen, einander gleich sind.

Beispiele.
a) ¢ =1, y =11, x, = 3, Yo =4, 2y =9, Y3 =53
b) gy =—2,49,=2>50, =3, Yy =— T, &3 = — 4, 9y = 1.

65. Der Koordinatenwinkel sei gleich 60° Wie lang ist
das Lot, welches sich vom Punkte (7, y;) auf die Gerade
Lz 4 My + N =0 fallen lilst?

Die Koordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden.

66. Welches sind die Koordinaten des Punktes, in dem sich
die beiden Geraden I,z - My + N; =0, Lyw -+ Myy + Ny =0
schneiden?

Beispiele.

a) 30 — 4y + 13 =0, 11z 4 7y — 104 = 0;
b) 5z +y—+1=0,y=17z+ 13;

X
O sod g =1, y=20+3;

Y x Y x
VDyg—5=bygteag=""1

67. Gegeben seien die Koordinaten von vier Punkten. Welches
sind die Koordinaten des Punktes, in dem die Verbindungslinie
des ersten und zweiten Punktes die des dritten und vierten durch-
schneidet?

Beispiel.
#y =4, y;="5,2y="1, Yp=11,m3=—1,y3=— 1, zy=—3, y,=>5.

68. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks seien
Lyz+My~+Ny=0, Lyz—+ Myy+ Ny=0, Lyw—+ Myy+ Ny=0.
Welches sind die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks?
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Beispiele.
a) 22 — 59+ 31 =0, 1124 3y — 104=0, z-} y - 7= 0;
b) 83z + 5y —69=0, ba— Ty —21=0, 2z} 9y 4 16 =0.
69. Gegeben seien die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks
2y+52—29=0, y —92-}+43=0, y+ 142 — 49 =0.
Zu bestimmen sind:
a) die Gleichungen der Schwerpunktstransversalen,

b) die Koordinaten des Schwerpunkts,
¢) die Absttinde des Schwerpunkts von den Seiten des Dreiecks.

70. Wie lang sind die Seiten eines Dreiecks, wenn die
Gleichungen derselben
y+3x+4=0, 5y—32—84=0, 2y—3x—1=0
sind? Wie lang sind ferner die H¢hen derselben ?

71. Welche Bedingung muls erfiillt sein, wenn sich die drei
Geraden, deren Gleichungen
Lyg+ Myy+ N, =0, Lyu—+ My~ Ny=0, Ly Myy—+ Ny==C
sind, in einem Punkte schneiden sollen?
a) Welche Form nimmt die Bedingungsgleichung an, wenn die
Gleichungen der Geraden
y=Ayx 4+ b, y=A0 4 by, y = Az + b,
lauten?
72. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks seien (0, 0),

(%5, 0), (w5, ¥5). Es ist zu zeigen, dals sich die Mittellinien des-
selben in einem Punkte schneiden.

73. Welche Bedingung muls erfilllt sein, wenn der Durch-
schnittspunkt zweier Geraden in der Unendlichkeit liegen soll? Die
Gleichungen der Geraden seien

a) y = A,z + by, y = Az + b,
z y x Y

b) — =1, — = == 1.

)101+Q1 ,102+Qz

74. Gegeben seien die Gleichungen der Seiten eines Parallelo-
grammes: '

y—32+9=0, 3y 4 52 — 18 =0,
y—3x —1=0, 3y + 52 — 2 = 0.
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Woelches sind die Koordinaten der Eckpunkte? Welches sind die
Gleichungen der Diagonalen? In welchem Punkte durchschneiden
sich die Diagonalen?
75. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks seien
3y — 8z — 13 =0, 2y —ax— 13=0,
y-+ 76— 44 =0, 8y —3x - 2=0.
Wie lang sind die Seiten? Wie lang die Diagonalen desselben?

76. Aus den Gleichungen der Seiten eines vollstindigen
Vierseits
y—bx=0, 6y+52—35=0, y—3x421=0, 4y+9z=0
sollen bestimmt werden
a) die Koordinaten der Eckpunkte,
b) die Gleichungen der Diagonalen,
c) die Gleichungen der Verbindungslinien der Halbierungspunkte
der Diagonalen.

77. In welchem Verh#ltnis wird die Verbindungslinie der
Punkte (x,, ¥,) und (2, ¥,) durch die Gerade Lz - My -+ N=0
geteilt?

Beispiele.
a’) 2 =1,y =1, 902——'_—11,?/2:13; 690"'!"5?/-'30:——0.
b) W1=3, y1=2’ x2=6, y2=—3;y==2x—{—14

78. Gegeben seien vier Punkte (w, ;), (%, %s), (3, %s),
(%4, ¥y)- In welchem Verhdltnis teilt die Verbindungslinie der
beiden ersten Punkte die der beiden letzten?

Beispiel.
=3, y=4, 2,=5, y,=1, wg=2, ys=—2, £,=10, Yy=3.

79. Gegeben seien die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks
ABC, nimlich (z, v,), (%, %), (%, 9;). Eine Gerade
Lz + My 4+ N =0 schneide die Seite AB in C;, BC in 4,,
CA in B,., Welche Beziehung ergiebt sich zwischen den Seiten-
abschnitten des Dreiecks?

80. Eine Gerade, deren Gleichung Lz -+ My 4 N = 0 sei,
schneide die Seiten des Vierecks ABCD und zwar AB in 4,,
BC in B, CD in C;, DA in D,. Es soll die Relation ent-
wickelt werden, welche zwischen den Seitenabschnitten besteht.
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81. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks' 4 BC seien
(#1, 91), (@y ¥s), (25, ¥5). Von dem Punkte O, dessen Koordi-
naten z,, ¥,, mogen Gerade nach den Ecken gezogen und so weit
verlingert sein, bis sie die Dreiecksseiten resp. deren Verlingerungen
durchschneiden. Welche Relation ergiebt sich fir die Seiten-
abschnitte ?

Der Inhalt eines Polygons.

82. Gegeben seien die Koordinaten der Eckpunkte -eines
Dreiecks: (%, ¥,), (%3, %), (%5, ¥5). Welches ist der Inhalt des-
selben? Welche geometrische Bedeutung hat demnach das in der
Losung von Aufgabe 51 gewonnene Resultat?

Beispiele.
a) 4, =238,y =5, a4, =T, y=11, 53 =09, yy= 1.
b) 2, =— 2,y =— 1, 2, =13, y, = 14, 23 = 12, y; =0.
C) wp=—23,y=2>5, =11, y, =10, w3 =2, y3=—T.

83. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind:
2,==0, y1=§“1/3a x2=2£, y2=’"“§“1/3: x3=‘—2£, ?/3="“§V§
Welches ist der Inhalt des Dreiecks?

84, Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks
Lo+ My+N, =0, Lyz+ Myy-+Ny=0, Lyz+ Myy+ Ny=0
soll der Inhalt desselben bestimmt werden. Welche geometrische
Bedeutung hat das in der Losung von Aufgabe 71 gewonnene
Resultat?

Beispiele.

a) y+3824+4=0, by —3x — 34 =0, 2y — 3z — 1=0.
b) 9y + 132 — 131,2 = 0, 71y + 81z — 104,8 = O,
97y — 32 — 197,6 = 0.

85. Auf der Geraden y = 5z — 6 sel eine Strecke abge-
schnitten, deren Endpunkte die Abscissen 2, =4 und z, = 7
besitzen. Beide Endpunkte mdgen mit.dem Punkte x;=2, y;=11
durch- gerade Linien verbunden sein. Welches ist der Inhalt des
so entstandenen Dreiecks?

86. Auf der Geraden Zi— — % =1 sei eine Strecke abge-
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schnitten, deren Endpunkte die Ordinaten y, = — 2, y, = 17
besitzen. Beide Endpunkte m&gen mit dem Punkte a3 = — 10,
Y3 == 37 durch gerade Linien verbunden sein. Welches ist der
Inhalt des von diesen Geraden gebildeten Dreiecks?

87. Die Punkte, in welchen die Gerade « cos 30° -y sin 30°="7
die beiden Koordinatenachsen schneidet, mdgen mit dem Punkte
2 = 11, y, == 13 durch gerade Linien verbunden sein. Welches
ist der Inhalt des so entstandenen Dreiecks?

88. Drei Punkte der Geraden 5z 4 7Ty — 9 = 0, deren
Abscissen ¢, = 2, 4, = — 5, 23 = — 17 sind, mdgen mit dem
Punkte », =5, y, = 12 durch gerade Linien verbunden sein.
Wie verhalten sich die Inhalte der so - entstandenen Dreiecke?

89. Gegeben seien die Gleichungen der drei Seiten eines
Dreiecks:
z2—58y+11=0,1lz+6y—1=0,z+y+4=0.
Welches ist der Inhalt des Dreiecks, dessen Ecken die Halbierungs-
punkte der Seiten des gegebenen Dreiecks sind?

90. Die Koordinaten der Eckpunkte eines Dreiecks seien
# =10, 9, =13, 2, =2, yy= — 1, ;3= — 5, y3 = T.
Man halbiere die erste Seite, teile die zweite im Verh&ltnis 1 zu 2,
die dritte im Verh#ltnis 2 zu 3 und verbinde die Teilpunkte.
Welches ist der Inhalt des von den Verbindungslinien gebildeten
Dreiecks?

91. In einem Dreieck sei jede Seite in drei gleiche Teile.
zerlegt, und die jeder Ecke zunichst liegenden Teilpunkte seien
durch gerade Linien verbunden. Welches ist der Inhalt des so
entstandenen Sechsecks?

Beispiel.

=0,y =0,2="T, ¢ =11, 3 =19, y; = 2.

92. Gegeben seien die Gleichungen der Seiten eines Parallelo
gramms
y=Adx+ b, y=4dao+ by, y= Az + by, y= A3+ b,
Welches ist der Inhalt der Figur?

Beispiel.

y=32z—9, y=3%x—3, y=3z+5, y=4x+4 7.
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93. Die Gleichungen der vier Seiten eines Trapezes sind

y= M-+ n, y= Mz, y= Mz -+ n, y= Mz.
Welches ist der Flicheninhalt des Trapezes?

Beispiel.

y=—13z+6, y=%x,y———-—%x+13,y=3x.

94. Die Koordinaten der Ecken eines Trapezoides sind
(%, 91), (@ Ys), (25, ¥s), (4, 9,)- Wie grofs ist der Flichen-
inhalt desselben?

Beispiele.

&) # =0, ¥ =0, x,=0, Yp=05, a3 =11, y3 = 9,

%, =17, yy= 0.

b) oy =—4, y = —3, Ty =2, Yo =8, g =1, y5=19,

xy =6, Yy, = 3.

95. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind
5y—22—11=0, y-4x—33=0, 10y+xr-421=0, 3y—5a+1==0.
Man halbiere die Seiten und verbinde die Teilpunkte durch gerade
Linien. Welches ist der Inhalt des eingeschriebenen Vierecks?

96. Gegeben sind die Koordinaten .der Ecken eines Fiinfecks:
= —05, yy=—2, m=—1, yp=24, 23=4, yp=23
=5,y =—2, 0,=1, y;=—6.

Wie grofs ist der Inhalt des Fiinfecks?

97. Jede Seite eines Trapezoids sei in drei gleiche Teile
zerlegt, und die jeder Ecke zuniichst liegenden Teilpunkte durch
gerade Linien verbunden. Wie grofs ist der Inhalt des so ent-
standenen Achtecks?

Beispiel.
a,=2, y;=38, w,==T, Y="5, 1=9, Yg=—3, wy=—1, y=-—2.

98. Aus den Koordinaten der # Ecken eines n-Ecks soll der
Inhalt desselben berechnet werden.

Gerade Linien, welche durch einen Punkt gehen.

99. Es ist die Gleichung einer beliebigen Geraden zu be-
stimmen, welche durch den Schnittpunkt der beiden Geraden

Liz+ My + Ny=0 und Iz + My~ N3 =0
geht.
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100. Welche Werte mufls man % in der Gleichung
Lz + My + N, + & (Lyx + Myy + Np) = 0
erteilen, damit dieselbe auch den Fundamentallinien entspricht?
101. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden
Lz + My + Ny =0, Lyz + Myy + N; =0
und den Punkt (x,, y,) ist eine Gerade zu legen. Welches ist die
Gleichung derselben?
Beispiele.
a) bx—2y+3=0, 18s4+y —1=0, 2, =0, y, =0.
b) 224-5y—8=0, 82 —4y—8=0, 4, =1, y, = 11.
¢) 17Ta+21y+1=0, 11a4+2y —83=0, 2, — — 4, y, = 3.
102. Durch den Schnittpunkt der Geraden
52 —4y+3=0, e+ 11y —1 =0
ist eine Gerade zu legen, die auf dem positiven Teile der Y-Achse

eine Strecke gleich 6 abschneidet. Welches ist die Gleichung
derselben ?

103. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden
y=T0—4, y=—22-45

soll- eine Gerade gezogen werden, welche mit der X-Achse einen
Winkel von 60° einschliefst.

104. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden

2y — 32— 11 =0, Ty + 62— 55=0

ist eine Gerade zu ziehen, deren Abstand vom Koordinatenanfangs-
punkte gleich 5 ist.

105. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden
24y — 162 417 =0 und 8y — 40z | 179 = 0.
Durch den Schnittpunkt derselben ist eine Gerade zu legen, so
dafs das von ihr und den Abschnitten auf den positiven Achsen-

teilen gebildete Dreieck den Inhalt 28 [J hat.
106. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geradenpaare
5y — 20 —11=0,y+ 42— 33 =0
und 10y + 2 4 21 =0, 83y — 52z 4+ 1 = 0.
Welches ist die Gleichung der Geraden, die den Schnittpunkt des
ersten Paares mit dem des zweiten Paares verbindet?
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107. Es ist zu zeigen, dals die drei Geraden
Lia+My~+N,=0, Lyz+ My~ Ny=0, Lyz~+ Myy-+Ny=0
durch einen Punkt gehen, wenn sich drei Konstante %, k,, k5 finden
lassen, die so beschaffen sind, dals die Summe

ky (Lyw My Ny) 4Ty (Ly o+ Myy -+ Np)+ by (L + My y+Ny)
fiir alle mdglichen Werte von # und y verschwindet.
108. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind

y=20,y %w,y L

(2 — ).

Es ist zu zeigen, dafs die drei Mittellinien desselben durch einen
Punkt gehen.

Bestimmung des Winkels, welchen zwei gerade Linien
einschliefsen.

109. Aus den Gleichungen zweier Geraden
y=Az-+b uwd y=4d,2-4 b,
soll der Winkel bestimmt werden, den beide mit einander ein-
schliefsen: 1) fiir rechtwinklige Koordinaten, 2) fiir schiefwinklige
Koordinaten (Koordinatenwinkel o).
Beispiele.
a) y=38x 45, y="Tx— 2;
b) 82 + 5y —1 =0, 11z — 2y 4 3 = 0;
z z
bR et N Rk
d) z cos 60° -- y sin 60° = 5, x cos 45° 4 y sin 45° = 11.
e) 2y — T2+ 1=0, y =4z — 8 (Koordinatenwinkel 60°).
110. Welchen Winkel schliefsen die beiden Strahlen ein,

welche in einem rechtwinkligen Koordinatensystem von den Punkten
(%, 91), (%, ¥) nach dem Koordinatenanfangspunkte gezogen sind?

Beispiel. %, =11, y, =1, 0, =T, y, = 8.

111. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind
Lig+ My +N,=0, Lyz—+ Myy+ Ny=0, Lz~ Myy+ Ny=0.
Wie grofs sind die Winkel des Dreiecks?

Hochheim, Aufgaben a. d. anal, Geometrie, L. 2
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Beispiele:

a) 8y 42+ 11=0, 3y—22—1=0, 5y+ 4z 6=0;
b) 2y+52—29=0, y — 92 +43=0, y+ 142 —49=0.

112, Gegeben die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks.
Welche Winkel schliefsen die Schwerpunktstransversalen desselben
mit einander ein?

Beispiel.

po=5, Yy =—"T, 5,=1, 3, =11, 23 = — 4, y; = 13.

113. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind
9y —3x-4=0, 3y-}-82—69=0, 2y—a-|11=0, 3y-{-4o—11=0.
Wie grofs sind die Winkel desselben?

114. Die Koordinaten der Ecken eines Vierecks sind
oy =2, y;=38, X,="T, y,==b, £,=9, y;=—=—3, w,=—1, y,=—2.
Unter welchem Winkel schneiden sich die Verbindungslinien der
Halbierungspunkte je zweier gegentiberliegender Seiten?

115. Aus den Gleichungen der Seiten eines vollstindigen Vierseits
y-+3x-44=0, 5y—82—384=0, y—a—4=0, y—32—2=0
sind die Winkel zu bestimmen, unter welchen die Diagonalen gegen
einander geneigt sind.

116. Eine durch den Punkt (#;, y;) gezogene Gerade teile
den Abstand der beiden Punkte (z,, %) und (25, y5) im Verhiiltnis
m zu n. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Geraden?

Beispiel.

2, =10, y, =4, 5,=38, y,=035, x;=19, y;=11, m=2, n=3.

Parallele Gerade.

117. Unter welcher Bedingung laufen die beiden Geraden
Lo+ My—+ Ny=0 und L,z Myy -+ Ny =0 einander
parallel? Welche Form hat die Bedingungsgleichung, wenn die
Gleichungen der Geraden 2 -+ Y —1 wa % -+ Y —1 oder

Dy 0 De 9
y= A,z -+ b, und y = A,z + b, sind?
118. Durch den Punkt z, == 5, y, = 7 ist zu der Geraden,

deren Gleichung §+ iZ— = — 1 ist, eine Parallele zu uziehen.

Welches ist die Gleichung derselben?
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119. Es ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen, die
durch den Punkt (z,, y,) geht und der Strecke, welche die Punkte
(4, ¥5) und (a3, ;) verbindet, parallel liuft.

Beispiel.

=0,y =3, 4= —29=17, 45=—4, y; = — b.

120. Zu der Geraden 4z - 5y - 11 =0 sollen in der
Entfernung p = 3 Parallelen gezogen werden. Welches sind die
Gleichungen derselben?

121.  Gegeben seien drei Gerade: L,z -+ M,y + N, = 0,
Lyx - Myy + Ny =0, Lyz- Myy -+ N,=0. Welchen Wert mufs
man k in der Gleichung L,z M,y + N, +k(Lyx + M,y -+ N,) =0
erteilen, wenn die derselben entsprechende Gerade der Geraden
Lsx + Myy + Ny = O parallel laufen soll?

122. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die durch
den Schnittpunkt der Geraden 3x-2y—59=0, 55— Ty--6=0
geht und a) der X-Achse, b) der Geraden y 4 22 — 1 =10
parallel lduft?

123. Gegeben seien die Gleichungen von zwei parallelen
Geraden y = M, x - n, y = Mz + n,. Es soll die Gleichung
einer dritten Geraden gesucht werden, welche durch den Punkt
(%, 7,) geht und von den beiden Parallelen so geschnitten wird,
dals der Abschnitt zwischen denselben die Linge d hat.

Beispiel.
3y+42—12=0, 8y+442—5=0, d=3, 5,=—2, y,=—T.

Gerade Linien, welche sich rechtwinklig durchschneiden.

124, Welche Bedingung mufls erfiillt sein, wenn sich zwei
Gerade rechtwinklig durchschneiden sollen? Die Gleichungen der
beiden Geraden seien a) L, 2+, y+N,=0, L,z M,y N,—0;
b) y=Az+ b, y= A+ b,

125. Von dem Punkte (#, y;) ist auf die Gerade
Lz~ My~ N=0 ein Lot zu fillen. Welches ist die Gleichung
desselben?

Beispiele.

a) y=—4wx — 7, 2, =3, y, = — 13;
b) Ty + 232 — 5 =0, &, =2, 5, = 9.

DEd
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126. Auf der Geraden 52 — 7y 4 1 = O ist in dem Punkte,
dessen Abscisse gleich 11 ist, ein Lot zu errichten. Welches ist
die Gleichung desselben?

127. BEs ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen,
welche die Strecke zwischen (z,, %) und (2,, y,) unter rechtem Winkel
im Verh#ltnis m zu n teilt.

Beispiel.

=08,y =T, =205, yy=—4 m=4, n="T

128. In welchem Punkte schneidet das Lot, welches vom
Punkte (z;, y,) auf die Gerade y = Mz - » gefillt ist, die letatere?
Welche Stiicke schneidet dasselbe auf den Koordinatenachsen ab?

Beispiel. y=4%4z-+ 38, 2,=35, 4, = 9.

129. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden 22— 3y--7=0
und 52 — 4y — 3 = 0 ist ein Lot auf die Gerade y=fx - 2
zu fillen. Welches ist die Gleichung desselben?

130. In dem Schnittpunkte der beiden Geraden 2 z+-5y--8=0
und 32 — 4y — 7 = 0 ist auf der letzteren ein Lot zu errichten.
Welches ist die Gleichung desselben?

131, Von dem Punkte z; = 4, y; = 5 seien Lote auf die
beiden Geraden y — 22 — 7 =0 und 2y 4 32 — 6 = 0 ge-
f511t. Welches ist der Inhalt des so entstandenmen Vierecks?

132. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind:
2y +4—11 =0, 2y — 92 4 59 =0, 6y — T — 3 =0.
Welches sind die Gleichungen der Hohen desselben?

133. Aus den Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind
die Gleichungen der H¢hen desselben zu entwickeln.

Beispiel.

po=—1,y =—1 0,=—3, 9y, =25, =17, yg=11.

134. Bs ist zu zeigen, dafs sich die drei Hohen eines Drei-
ecks in einem Punkte durchschneiden. Welches ist der Schnitt-
punkt der Hohen des Dreiecks, von dem die Koordinaten der Ecken
in der vorhergehenden Aufgabe gegeben sind?

135. Man verbinde den Punkt z;, = 5, y; = 2 mit dem
Schnittpunkte der Geraden 2y + 2z — 11=0und 2y — 924 59=0
und errichte im Halbierungspunkte dieser Strecke ein Lot. Welches
ist die Gleichung desselben?
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136. Gegeben sind die Koordinaten der Kckpunkte eines
Dreiecks. Welches sind die Gleichungen der Lote, die sich in den
Halbierungspunkten der Seiten errichten lassen?

Beispiel.

@ =05,y = — T, 8y=1, 3 = 11, 43 = — 4, y; = 13.

137. Es ist zu zeigen, dals sich die in den Halbierungs-
punkten der Seiten eines Dreiecks errichteten Lote in einem Punkte
durchschneiden.

138. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind

y+a+1=0 5y+4+3z+11=0,2y+x-+4=0.
Die Seiten seien halbiert und in den Halbierungspunkten Lote auf
denselben errichtet. Welches sind die Koordinaten des Schnitt-
punktes der Lote? Wie weit ist der Schnittpunkt von jeder Ecke
des Dreiecks entfernt?

139. Von dem Punkte (»,, y;) seien Lote auf die beiden
Geraden L,z + My + N, = 0 und Loz 4 Moy + Ny = 0 ge-
fallt. Wie grofs ist der Winkel, den die beiden Lote mit ein-
ander einschliefsen? '

140. Durch den Punkt (w,, y,) ist eine Gerade zu ziehen,
welche mit der Geraden L,z 4+ M,y 4+ N, = 0 den Winkel «
einschlielst.

Beispiele.
a) 8y — 2w+ 7=0,2 =3,y =5, L a=145
b) bz + 11y — 1 =0, &, = — 2, y; = 6, I « = 30"

141. Durch den Schnittpunkt der beiden Geraden
22+ b5y +8=0,3z—4y — 7=0
ist eine gerade Linie zu ziehen, die mit der Gteraden y =4x -3
einen Winkel von 60° einschlieflst.

142. Die Koordinaten von zwei Eckpunkten eines Dreiecks
sind gegeben 7, = 3, y, = 5, 2, = 7, y, = — 4. An der ersten
Ecke liege der Winkel « = 61°50" 15", an der zweiten der Winkel

= 87°28 50”. Welches sind die Gleichungen der beiden Seiten,
die diesen Winkeln gegeniiberliegen?
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Die Halbierungslinie eines Winkels.

143. Gegeben sind die Gleichungen zweier geraden Linien.
Es sollen die Gleichungen der Halbierungslinien der Winkel ge-
funden werden, welche die beiden Geraden mit einander bilden.
Die Gleichungen der Geraden seien

1) wzcose;, + ysine, — p; = 0, wcose, + ¥ siney — p, = O.

2) Liw + My + Ny =0, Lyw + My + N, = 0.
Beispiele.

) y=40—17,y=4z+ 17

b) 212 + 20y + 37 = 0, 302 — 16y + 19 = 0.

144. Es ist zu zeigen, dafs die Halbierungslinien der Winkel
zweler Geraden auf einander senkrecht stehen.

145. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind
6y — 8x — 43 =0, by} 122 — 34 =0, 4y -+ 32+ 13=0.
Es sind die Gleichungen der Halbierungslinien der Innenwinkel
und der Aufsenwinkel derselben zu bestimmen.

146. Gegeben sind die Koordinaten der Eckpunkte eines
Dreiecks: (0, 0), (3, 0), (%3, y5). Welches sind die Gleichungen
der Halbierungslinien der Dreieckswinkel?

147, Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks
84 Ty —23=0,80—Ty—65—=0,2—7-+}Y58=0
sind zu bestimmen 1) die Koordinaten des Punktes, in dem sich
die Winkelhalbierenden durchschneiden, 2) der Abstand dieses Punktes
von den Seiten des Dreiecks.

148. Aus den Koordinaten der Ecken eines Vierecks

¥ =—238,y = —2,my=—1, y, =6, 3 =10, y; =9,
2, =05,y = —4
sind die Gleichungen der Geraden zu bestimmen, welche die Winkel
der Diagonalen halbieren.
149. Die Koordinaten der Ecken eines reguliren Sechsecks sind:

S — S s — s
=0, ¥, =5, x2=§V37 3/2=§s x3=_2—-l/3; :’/3=—§,

S . /= S S, )= S
2, =0, yy=—s, 56‘5———-‘-——2—1/3, .7/5=_'2“7 :706=——2—V3, .7/6=§'



Die gerade Linie. 23

In welchem Punkte schneiden sich die Halbierungslinien der Winkel
des Polygons?

Geometrische Oerter.

150. Den geometrischen Ort des Punktes zu bestimmen,
welcher von der gegebenen Geraden Lz -+ My - N = O die Ent-
fernung a hat.

151. Awuf welcher Linie liegen die Halbierungspunkte aller
Strahlen, welche sich von dem Punkte (z;, y;) nach der Verbin-
dungslinie der Punkte (v, y,) und (i, ¥;) ziehen lassen?

Beispiel. '

= — 4,y = — 2, ;y =1, yp =11, 23 =5, y; = 3.
152. Von dem Punkte (2, y,) seien nach der Geraden
xzcosp -+ ysing —p =0
Strahlen gezogen und jeder derselben im Vethiiltnis m zu n ge-
teilt. Welches ist der geometrische Ort des Teilpunktes?

153. Es ist der geometrische Ort des Punktes zu bestimmen,
welcher von zwei gegebenen Punkten (z,, %) und (=, ¥,) gleich
weit entfernt ist.

154. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden

y =Mz -+ n und y = Myx - n,.
Man soll den geometrischen Ort desjenigen Punktes bestimmen,
dessen Entfernungen von den gegebenen Geraden um die Strecke
d verschieden sind.

155. Welches ist der geometrische Ort desjenigen Punktes,
fir den die Differenz der Quadrate seiner Entfernungen von den
beiden Punkten (x;, ¥,) und (v, y,) den Wert a® hat?

156. Zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels mdge
sich ein Punkt fortbewegen, so dals die Summe seiner Abstinde
von den beiden Schenkeln gleich einer gegebenen Strecke s ist.
Welchen Weg verfolgt der Punkt?

157. Gegeben seien die Gleichungen von n Geraden
zcosey -+ ysine, — p;, = 0,
xeosay, + ysine, — p, = 0,

xcose, —++ ysine, — p, = 0.
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Es soll der geometrische Ort des Punktes bestimmt werden, fiir
welchen die Summe der Entfernungen von den gegebenen Geraden
gleich der bekannten Strecke s ist.

158. Die Schenkel eines Winkels entsprechen den Gleichungen
Lixz+ My -+ N, =0, Lyxw 4 Myy + N, = 0. Zwischen den-
selben bewegt sich ein Punkt fort, dessen Entfernungen im Ver-
hiltnis m zu n stehen. Welche Linie beschreibt der Punkt?

159. Zwischen den Schenkeln eines rechten Winkels seien
Parallelen zu einer gegebenen Geraden gezogen und jede derselben
im Verhsltnis m zu # geteilt. In welcher Linie liegen die Teil-
punkte?

160. Die Endpunkte der Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks mogen auf den Achsen eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems fortgleiten. Welche Linie beschreibt der Scheitel des
rechten Winkels?

161. Die rechtwinkligen Koordinaten des Scheitels eines
rechten Winkels seien x,, %,. Man verbinde die Punkte, in denen
der eine Schenkel die Y-Achse, der andere die X-Achse schneidet.
Welche Linie beschreibt derjenige Punkt, welcher die Verbindungs-
linie jemer Schnittpunkte im Verhiiltnis m zu n teilt, wenn der
rechte Winkel um seinen Scheitel gedreht wird?

162. Vom Koordinatenanfangspunkte sind nach einer Geraden,
deren Gleichung y = Mz -}- » ist, Strahlen gezogen und tiber jedem
dieser Strahlen ist ein gleichseitiges Dreieck konstruiert. Auf
welcher Linie liegen die Spitzen dieser gleichseitigen Dreiecke?

163. Uber einer gegebenen Strecke « als Basis sind Drei-
ecke konstruiert, von denen jedes den Umfang s besitzt. In jedem
derselben ist die H¢he gezeichnet und iiber die Spitze hinaus ver-
lingert bis zu einem Punkte, der von der Basis um die Linge
der einen anstofsenden Seite entfernt ist. In welcher Linie liegen
die Endpunkte?

164. Uber der Grundlinie ¢ eines Dreiecks seien Rechtecke
in dasselbe eingezeichnet. Welches ist der geometrische Ort des
Schnittpunktes der Diagonalen?

165. In einem Dreieck sei parallel zur Basis eine Gerade
gezogen und die Schnittpunkte in den Seiten seien mit den Endpunkten
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der Basis verbunden. Welche Linie beschreibt der Schnittpunkt
der Transversalen, wenn die Gerade so verschoben wird, dals sie
der Basis parallel bleibt?

166. In gleichen Abstinden von der Basis eines Dreiecks
seien auf den beiden anderen Seiten Lote errichtet. Welches ist
der geometrische Ort des Schnittpunktes der Lote?

167. Gegeben sei ein Winkel &. Von einem Punkte P mogen
Lote auf die Schenkel desselben gefillt sein. Welches ist der
geometrische Ort des Punktes P, wenn die Summe der Abschnitte,
welche von den Loten auf den Schenkeln gebildet werden, gleich
der gegebenen Strecke s sein soll?

168. Von einem Parallelogramm seien die Richtungen zweier
aneinander stofsender Seiten und die Summe aller Seiten gegeben.
Welches ist der geometrische Ort derjenigen Ecke des Parallelo-
gramms, welche dem Schnittpunkt der Richtungslinien gegeniiberliegt?

169. Gegeben ist der Winkel 4 O B. Von einem festen Punkte
P werden zwei beliebige Strahlen gezogen, welche den Schenkel
OA in L und M, den Schenkel OB in R und N durchschneiden
mogen. Man verbinde B mit M und N mit L und bestimme den
geometrischen Ort des Schnittpunktes dieser beiden Verbindungs-
linien.

Anmerkung. In den Aufgaben 170—177 liege das Dreieck
ABC so, dals die Seite AB mit der X-Achse eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems und 4 mit dem Koordinatenanfangspunkte
zusammenfillt. Die finf merkwiirdigen Punkte des Dreiecks sind
der Schwerpunkt, der Héhenpunkt, der Mittelpunkt des umschriebenen
Kreises, der Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, der Schnitt-
punkt der Ecktransversalen, welche nach den Beriihrungspunkten
der anbeschriebenen Kreise gezogen sind.

170. Welche Linien beschreiben die fiinf merkwiirdigen Punkte
des Dreiecks ABC, wenn die Winkel konstant, die Lingen der
Seiten verdnderlich sind?

171. Welches ist der geometrische Ort des Mittelpunktes
des einbeschriebenen Kreises im Dreieck A BC, wenn die Seite «
und der gegeniiberliegende Winkel 4 konstant, die tibrigen Stiicke
vertinderlich sind?
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172. Welche Linie beschreibt der Hhenpunkt des Dreiecks
ABC, wenn die Seite b und der Winkel B konstant, die iibrigen
Stiicke verinderlich sind?

173. Welche Linien beschreiben der Hohenpunkt, der Mittel-
punkt- des umschriebenen Kreises, der Schwerpunkt und der fiinfte
merkwiirdige Punkt des Dreiecks A.BC, wenn die Seite ¢ und der
anliegende Winkel B konstant, die iibrigen Stiicke veriinderlich sind?

174. Die geometrischen Orter der vier ersten merkwiirdigen
Punkte des Dreiecks ABC sind anzugeben, wenn die Seite b und
der Winkel A4 konstant, die iibrigen Stiicke veriinderlich sind.

175. Welche Linien beschreiben die Mittelpunkte des um-
schriebenen und des einbeschriebenen Kreises des Dreiecks ABC,
wenn nur die Seite b und der Winkel C konstante Werte haben?

176. Die geometrischen Orter der vier ersten merkwiirdigen
Punkte des Dreiecks A BC anzugeben, wenn die Seite ¢ und der
Winkel A konstant, die tibrigen Stiicke vertinderlich sind.

177. Welches ist der geometrische Ort des Schwerpunktes,
wenn die Grundlinie ¢ konstant ist und fest liegt, dagegen die
gegeniiberliegende Spitze C' sich auf der Geraden y = Mz - n fort-
bewegt?

178. Von einem Dreieck ist ein Winkel « und die Summe
der ihn einschliefsenden Seiten (s) gegeben. Es soll der geo-
metrische Ort desjenigen Punktes gesucht werden, der die dritte
Seite im Verhiltnis m zu » teilt.

Vermischte Aufgaben.

179. Gegeben ist der Winkel «. Durch den Punkt (x, #,)
soll eine Gerade gezogen werden, so dafs das zwischen den Schenkeln
des Winkels liegende Stiick eine Grdfse o hat. Die Gleichung der
Geraden ist zu bestimmen.

180. Zwischen den beiden Geraden, deren Gleichungen
4y — 3x — 26 =0 und 6y — Tx — 44 =0

sind, ist eine Strecke d = 32,5 so einzutragen, dafs sie der Geraden
12y -+ 5o — 79 = O parallel liuft. Welches wird die Gleichung
der einzutragenden Strecke sein?

181. Auf der Geraden 4y — 5% - 28 = 0 soll ein Punkt
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bestimmt werden, der von den heiden Punkten z, =1, y, =5,
und @, = 7, y, = — 3 gleich weit entfernt ist.

182. Auf der Geraden y — x — 5 = 0 sei eine Strecke ab-
geschnitten, deren Endpunkte die Abscissen x, = 2, 2, = 5 be-
sitzen, auf der Geraden 5y -} 4x — 11 = 0 eine Strecke, deren
Endpunkte durch die Abscissen 3 = 4, x, =9 bestimmt sind.
Uber jeder dieser Strecken sei ein gleichschenkliges Dreieck kon-
struiert, so dafls die Spitzen zusammenfallen. Welches sind die
Koordinaten der gemeinschaftlichen Spitze?

183. Es sind die Koordinaten desjenigen Punktes zu be-
stimmen, der von den beiden Punkten

B=4, yy=—3, B=2"17, yp=—1

gleich weit entfernt ist und zugleich von der Geraden% -} % ==1

die Entfernung d = 3 besitzt.

184. Durch den Punkt (2, y;) soll eine Gerade gezogen
werden und zwar so, dafs die Entfernungen des Punktes (,, y,)
und des Punktes (25, y;) von derselben sich wie m zu » verhalten.

185. Gegeben ist ein Winkel und zwischen den Schenkeln
desselben ein Punkt P. Durch den Punkt ist eine Gerade zu
legen, so dafs die Strecke zwischen beiden Schenkeln in dem ge-
gebenen Punkte P halbiert wird. Welches ist die Gleichung der
Geraden?

186. Durch den Punkt 2, = 7, y, = 10 ist eine Gerade zu
ziehen, die von den aus den Punkten z, = 1,5, y, =9, x, = 9,
Yy == 15% auf sie gefiillten Loten begrenzt und im ersten Punkte
halbiert wird. Welches ist die Gleichung dieser Geraden?

187. Welches ist die Gleichung einer von dem Punkte (z,, y,)
aus gezogenen Geraden, deren Abstinde von den Punkten (,, y,)
und (25, ¥;) eine Differenz gleich d haben?

188. Die Strecke zwischen den beiden Punkten (z;, y,) und
(%, ¥5) moge in dem Punkte (v5, y;) stetig geteilt sein. Welche
Beziehungen finden dann zwischen den Koordinaten der Punkte statt?

189. Die Strecke zwischen den beiden Punkten (,, 7,) und
(g ;) moge in den Punkten (x4, y;) und (z,, y,) harmonisch ge-
teilt sein. Welche Beziehungen lassen sich dann zwischen den
Koordinaten der vier harmonischen Punkte aufstellen?
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190. Es ist zu zeigen, dafs der Hohenpunkt, der Schwer-
punkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises eines Drei-
ecks in einer geraden Linie liegen. In welchem Verhiiltnis teilt
der Schwerpunkt die Strecke zwischen dem H&henpunkte und dem
Mittelpunkte des umschriebenen Kreises?

191. Wie kann man nachweisen, dafs in einem Dreieck der
Mittelpunkt des einbeschriebenen Kreises, der Schwerpunkt und
der fiinfte merkwiirdige Punkt in einer Geraden liegen? In welchem
Verhiltnis teilt der Schwerpunkt die Strecke zwischen den beiden
andern Punkten?

192. Die Gletchungen der Seiten eines vollsténdigen Vier-
seits sind

Y x Yy x
S S=1, -4 =1, - —Z=1, > — =1
7+2 17 1+2 ? b 4

Es ist nachzuweisen, dals die Halbierungspunkte der Diagonalen
desselben in einer geraden Linie liegen.

193. Auf der Geraden, deren Gleichung y — 2z -5 =10
ist, soll ein Punkt bestimmt werden, so dafs die von den Punkten
w, =17, y, =18, z, =9, y, = 3 nach demselben gezogenen
Strahlen gleiche Winkel mit der Geraden einschlielsen.

194. Die Grundlinie eines Dreiecks liegt auf einer Geraden,
deren Gleichung 55y - 182 — 256 = O ist. Die Endpunkte der-
selben sind durch ihre Abscissen #, = 2, x, = 7,5 bestimmt. Aus
den Koordinaten des Schwerpunkts 2’ = 5, 3 == 6 sollen die ibrigen
Stiicke des Dreiecks gefunden werden.

195. Auf der Geraden 15y — 8x — 6 = 0 ist eine Strecke
abgeschnitten, deren Endpunkte die Abscissen z = 3, 2, = 18
haben, und fiber dieser Strecke ein gleichseitiges Dreieck kon-
struiert. Welches sind die Koordinaten der dritten Ecke des Dreiecks?

196. Durch den Punkt #, = 5, y, = 3 sollen gerade Linien
gezogen werden, von denen jede mit den beiden sich schneidenden
Geraden 94 - 40y — 123 = 0, 21z — 20y — 29 = 0 ein gleich-
schenkliges Dreieck einschliefst. Welches sind die Gleichungen der
gesuchten Geraden?

197. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks sind 2, = 5,
Y =2, dg=4, Y= — 7, 03 =23, y; = T. Die erste Seite
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desselben mdge im Verhiltnis 4 : 7 geteilt und durch den Teilungs-
punkt eine Parallele zur zweiten Seite gezogen werden. Welches
ist die Gleichung der Parallelen? Welche Winkel schliefst die-
selbe mit den geschnittenen Seiten ein?

198. Gegeben ist der Winkel & durch die Richtung seiner
Schenkel und der Punkt P. Durch den letzteren ist eine Gerade
zu ziehen, so dafs der Abschnitt derselben zwischen den beiden
Schenkeln gleich dem auf einem Schenkel wird.

199. Die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks sind
22 — 3y + 164 =0, 152 +8y —1=0, T — 24y — 9 =0.
Es sollen die Koordinaten eines Punktes auf der ersten Seite ge-
funden werden, der von den beiden anderen Seiten gleich weit
entfernt ist.

200. Die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks sind

y=0, 3y —4x =0, y+ 32— 5=0.
Zu der ersten ist eine Parallele zu ziehen, so dals diese letztere
gleich dem unteren Abschnitte der zweiten Seite ist.

201. Die Koordinaten der Fulspunkte der Héhen eines Drei-
ecks sind

2 =05, 4y =38, @ =T, yp =37 03 = 312, y; = 414,
Welches sind die Gleichungen der Hohen? Welches die Gleichungen
der Seiten des Dreiecks?

202. Von dem Dreieck A BC falle die Seite AB mit der
X-Achse eines rechtwinkligen Koordinatensystems, der Punkt 4 mit
dem Koordinatenanfangspunkte zusammen. Man ziehe den Radius
des umschriebenen Kreises durch 4 und verbinde die Fufspunkte
der Hohen auf AC und AB. Unter welchem Winkel schneiden
sich diese beiden Linien?

203. Gegeben sind die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks.
Es sollen die Gleichungen der Seiten eines Sechsecks gefunden
werden, welches von den in den Eckpunkten auf den Seiten er-
richteten Loten gebildet wird.

204. Die Gleichungen der Seiten eines Rhombus sind
3y —8x+ 9=0, 3y} 82— 87 =0, 8y — 8x - 57 =0,

3y + 82— 39 = 0.
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Es sollen die Koordinaten desjenigen Punktes, der gleich weit von den
Seiten desselben entfernt ist, und der Abstand selbst gefunden werden.

205. Die Gleichungen der Seiten eines Vierecks sind
5y — 24— 11 =0, y+ 42 — 33 =0, 10y 4 2z 21 =0,
3y —bx 4+ 1=0.
Man verbinde die Halbierungspunkte der Seiten und halbiere die

Winkel des so entstandenen Vierecks. Welches sind die Gleichungen
der Halbierungslinien?

Gleichungen hoheren Grades, welchen Systeme von
geraden Linien entsprechen.
206. Wie lifst sich nachweisen, dafs der homogenen Gleichung
n-ten Grades zwischen z und y
a" — ax "ty 4 barvhE — L. F pry* 4 qyn =0
n gerade Linien entsprechen, welche durch den Koordinatenanfangs-
punkt gehen?

207. Wie liegen die geraden Linien, welche der Gleichung

y? — ayx 4+ ba® =0
entsprechen?

208. Welche geraden Linien werden durch die Gleichung
2% — y? = 0 dargestellt?
209. Es sollen die geraden Linien gefunden werden, deren
Gleichung %2 + 5zy — 142? = 0 ist.
210. Welche geraden Linien entsprechen der Gleichung
y? — 2yx + 82% = 0?
211. Welches ist die geometrische Bedeutung der Gleichung
2¢y% — 1192z -+ 4y2® + 52° = 07
212, In welchen Punkten wird die Gerade 3z -4y — 5=10
von den Geraden geschnitten, welche der Gleichung
3y° — 22y« -+ bya® -+ 142° = 0
entsprechen?
213. Durch den Punkt z, = 7, y, = — 9 sollen Parallelen
zu den Geraden gezogen werden, welche der Gleichung
, 1522 4 492y — 229 =0
entsprechen. Welches sind die Gleichungen derselben?
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214. Von dem Punkte z; = 3, y, = 4 sollen auf die Geraden,
welche die Gleichung 642 — 172y -+ 5a® = O darstellt, Lote ge-
fillt werden. Wie lang sind dieselben? Wie grofs ist der Inhalt
des Vierecks, welches von den gegebenen Geraden und den Loten
eingeschlossen wird?

215. Welches ist die Tangente des Winkels, den die Geraden,
welche der Gleichung Ly? 4 Mzy -+ N2 = O entsprechen, ein-
schliefsen? Welche Relation besteht zwischen den Konstanten der
Gleichung, wenn die beiden Geraden auf einander lotrecht stehen?

216. Durch die Gleichung 3y + 13xy — 102% = 0 werden
zwei Gerade dargestellt. Wie grofs ist der Winkel, den beide
einschlielsen?

217. Bestimme den Winkel, unter dem sich die Geraden
schneiden, welche der Gleichung 4% — 152y — 42% = O entsprechen.

218. Gegeben ist die Gleichung zweier Geraden

Ly* + Mxy + Nz? = 0.
Es sollen die Gleichungen derjenigen beiden Geraden bestimmt
werden, welche die Winkel der gegebenen Geraden halbieren.

219. Gegeben ist die Gleichung 3y® 4 132y — 102® = 0,
der zwei gerade Linien entsprechen. Welches sind die Gleichungen
der Winkelhalbierenden?

220. Gegeben ist die Gleichung y* — 2yz 4 32 = 0. Es
sollen die Gleichungen derjenigen Geraden bestimmt werden, welche
die Winkel der beiden Geraden, die der gegebenen Gleichung ent-
sprechen, halbieren.

221. Die Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks liege im
Koordinatenanfangspunkte, seine Schenkel mogen der Gleichung

10y* — 41xy + 2127 =0
entsprechen. Welche Richtung kann die Grundlinie desselben haben?
222. Welcher Bedingung miissen die Konstanten der Gleichung
Ay 4+ Bay -+ O3> 4+ Dy + Ex + F=0
geniigen, wenn derselben zwei gerade Linien entsprechen sollen?
223. Entsprechen der Gleichung
2y® — py — 1522 — 18y — 27z 4} 6 == 0
zwei gerade Linien? Welches sind die Gleichungen derselben?
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224. Entsprechen der Gleichung
282% 4 oy — 2¢9* — 11z —y 4+ 1 =0
zwei gerade Linien? Welches sind die Gleichungen derselben?

225, Welchen Wert mufs man der unbekannten Konstanten
B in der Relation

v+ Bay + 20 +y+2—6=0
erteilen, damit dieser Gleichung zwei gerade Linien entsprechen?

226, Wie viel Bedingungsgleichungen miissen die Konstanten
der Gleichung dritten Grades

Ay® + By*z + Cya® + Da® 4 Ey* + Fay + Ga® 4 Hy
+ Kz+4+1=0
Geniige leisten, wenn dieselbe drei gerade Linien reprisentieren soll?
2217. Werden durch die Gleichung
843 — 18y%x 4 Tya?+ 32>+ 10y —8ya— T2* +y+52—1=0
gerade Linien dargestellt? Welches sind die Gleichungen derselben ?

228. Wie viel Bedingungsgleichungen miissen die Konstanten
der Gleichung

yt + Ay*s + By*a® + Cya® 4 Dot 4 Fy® + Gy’x + Hys®
+ Ka* 4 Ly* + Myz + No* + Py + Quv + R=0

geniigen, wenn dieselbe vier parallele Gerade repriisentieren soll?

Das Strahlenbiischel. (Abgekiirzte Bezeichnung.)

229. Welches ist die geometrische Bedeutung der Grifse &
in der Gleichung
@ cos g; + y sin g, — p; — k(@ cos @ + ¥ sin gy — pp) = 0?

230. Welches ist die geometrische Bedeutung der Grofse k&
in der Gleichung

Lyw + My + N, — k(Lyw + My + Ny) = 0?

Anmerkung. In den folgenden Aufgaben ist die Gleichung
% cos @, 4 ¥y sin @, — p, = O kurz durch ¥V, = O bezeichnet. Er-
teilt man % in der Gleichung V; — %V, = O alle mdglichen posi-
tiven und negativen reellen Werte, so entspricht der Gleichung
ein Strahlenbiischel, d. i. ein System von Geraden, welche alle
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durch den Schnittpunkt der Fundamentalgeraden V; = 0, V, =0
gehen. Die Grofse k wird der Parameter des Biischels genannt.

231. Gegeben sind die beiden Geraden V, =0, V, =0,
welche den Winkel « einschliefsen. Im Schnittpunkte ist auf
jeder dieser beiden Geraden ein Lot errichtet. Welches sind die
Gleichungen der Lote?

232. Die Gleichungen zweier Geraden sind V, = 0, V, = 0.
In welcher Beziehung stehen die beiden Geraden V;, — kV, =0
und V; + £V, = 0 zu den Fundamentallinien?

233. Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden V, = 0,
Vy:=0. Was lifst sich tiber die Lage der beiden Geraden be-
stimmen, deren Gleichungen ¥V, — %k V=0 und £V, — V,==0 sind?

234, VvV, =0, V,=0, V; =0 sind die Gleichungen der
Seiten eines Dreiecks, e;, o,, oy die Winkel desselben. Welches
sind die Gleichungen der Transversalen, welche die Eckpunkte mit
den Halbierungspunkten der Gtegenseiten verbinden? Wie lifst sich
nachweisen, dafs diese Transversalen durch einen Punkt gehen?

235. Aus den Gleichungen der Seiten eines Dreiecks ¥, == 0,
Vo =10, V3 =0 und den Winkeln «,, ,, o; sind die Gleichungen
der Hoéhen zu ermitteln. Ferner ist zu zeigen, dals die Hohen sich
in einem Punkte schneiden.

236. In einem Dreieck, dessen Seiten den Gleichungen V, == 0,
Vy=0, V5==0 entsprechen, sind die Innenwinkel und die Aufsen-
winkel halbiert. Welches sind die Gleichungen der Halbierungslinien ?
Was lifst sich iiber die gegenseitige Lage dieser Halbierungs-
linien bestimmen?

237. Von den Ecken eines Dreiecks, dessen Seiten den Gleichun-
gen V,=0, V,=0, V;=0 entsprechen, sind Transversalen nach
den Berithrungspunkten der anbeschriebenen Kreise gezogen. Welches
sind die Gleichungen derselben? Wie lilst sich nachweisen, dals
sich dieselben in einem Punkte schneiden?

238. Es ist zu zeigen, dals die Ecktransversalen eines Drei-
ecks nach den Berithrungspunkten des einbeschriebenen Kreises
gezogen, sich in einem Punkte schuneiden. Die Gleichungen der
Seiten des Dreiecks sind V; =0, V, =0, V3 = 0.

239. Gegeben ist die Gleichung eines Strahlenbiischels

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. I. 3
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V,+%Vy=0. In dem Biischel mogen die beiden Strahlen,

deren Gleichungen V, + & Vo, =0, V, + kV, =0 sind, als

Fundamentalstrahlen betrachtet werden. Welcher Wert ist dann dem

Parameter % in der Gleichung Vy = % Vy + h(Vy + ky V) = O

zu erteilen, damit dieselbe gleichbedeutend sei mit der Gleichung.
eines bestimmten Strahles V; - 7V, = 0?

240. Gegeben ein Strahlenbiischel, dessen Gleichung
52— Ty 4+ 8+ k(2z+38y —1)=0
ist. Die beiden Geraden 7Tz —4y-+2=0, 1954 14y —4=0
mogen als Fundamentalstrahlen desselben angesehen werden. Wie
entwickelt man dann mit Hilfe derselben die Gleichung der Geraden

3z — 10y + 4 =107?

Das Doppelverhaltnis von vier Strahlen.
Erklirung. Die allgemeine Gleichung einer Geraden werde
kurz durech I, = O bezeichnet. Sind
L, =0, L +kL,=0,
Iy=0, L+ kl,=0,
die Gleichungen von 4 Strahlen eines Biischels und werden die
Strahlen, welche je zwei unter einander stehenden Gleichungen ent-

sprechen, als zugeordnete betrachtet, so wird der Quotient ;:—1— das
2

Doppelverhiltnis der vier Strahlen genannt.

241. Gegeben sind drei Strahlen eines Biischels L, = 0,
L,=0, L+ kL,=0. Welches mufs die Gleichung eines
vierten Strahles sein, der dem dritten zugeordnet ist, wenn der
Wert des Doppelverhiltnisses gleich f sein soll?

Beispiel. I, =11z — 2y 4 7 =0,
L,=3z 4 5y — 6 =0,
Ly +k Ly =2x— 1Ty 4 25 = 0.
f=%
242. Von einem Strahlenbiischel sind vier Gerade gegeben
L, + k Ly =0, L 4L, =0,
L, + kyLy, = 0, L, + hyL, = 0.
Welchen Wert hat das Doppelverhﬁltnis dieser vier Strahlen?
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Zugeordnet sind die Strahlen, welche je zwei unter einander stehen-
den Gleichungen entsprechen.

243. Die Gleichung eines Strahlenbiischels ist

52— Ty + 3+ k(224 3y — 1) =0.
Welchen Wert hat das Doppelverhiltnis von vier Strahlen dieses
Biischels, deren Gleichungen

11z 4 2y =0, Te — 4y + 2 =0,
{x——13y—[—5=0, {15x-—|—8y—2=———0
sind?

244. Es ist zu zeigen, dafs der Wert des Doppelverhsiltnisses
(Fy kg5 hyhy) unverindert bleibt, wenn man bei gleich bleibender
cyklischen Folge mit dem dritten Gliede beginnt, oder bei umge-
kehrter cyklischen Folge das zweite oder vierte Glied an die Spitze
stellt. Welcher Satz folgt daraus fiir die Strahlen des Biischels?

245. Welchen Wert nimmt das Doppelverhiltnis von vier
Strahlen (k;%k,; h hy) an, wenn man die Strahlen eines einzigen
Paares mit einander vertauscht?

246. Welchen Wert nimmt das Doppelverhiltnis von vier
Strahlen (%, ky; h hy) an, wenn man den ersten Strahl des einen
Paares mit dem zweiten des andern Paares vertauscht?

247. Der Wert des Doppelverhiltnisses von 4 Strahlen
(By#oy; hyhy) ist gleich f. Welchen Wert nimmt dasselbe an, wenn
die ersten Strahlen der beiden Paare, oder wenn die zweiten
Strahlen beider Paare mit einander vertauscht werden?

248. Permutiert man die Glieder des Symbols (& %y; hyhy),
so ergeben sich 24 verschiedene Formen. Wie viele verschiedene
Werte konnen indessen die Doppelverh#ltnisse von 4 Strahlen nur
besitzen?

Harmonische Strahlenbiischel.

Erklirung. Hat das Doppelverhiltnis von vier durch einen
Punkt gehenden Geraden den Wert — 1, so wird das Biischel ein
harmonisches genannt.

249. Es ist zu zeigen, dafs die Schenkel eines Winkels
V, =0, V, = 0 mit der Halbierungslinie desselben und der des

Nebenwinkels ein harmonisches Strahlenbiischel bilden.
3*
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250. Wie lifst sich nachweisen, dafs die Halbierungslinie
eines Dreieckswinkels im Mittelpunkte des einbeschriebenen Kreises
und im Mittelpunkte des der Gegenseite anbeschriebenen Kreises
harmonisch geteilt wird?

251. Welche Bedingungsgleichung mufs erfiillt sein, wenn
die vier Strahlen
{Ll + kL, =0, {Lx + L, =0,
L+ kL, =0, L+ h Ly =0
ein harmonisches Biischel bilden sollen?
252, Wie gestaltet sich das Biischel in der vorhergehenden
Aufgabe, wenn h, ==k, gesetzt wird?
253. Gegeben sind zwel Geradenpaare
{3y+4x—-—25=0, {7y——2w—47=0,
2y — 3z — 11 =0, —y 4+ 10z — 3 =0.
s soll untersucht werden, ob dieselben ein harmonisches Strahlen-
biischel bilden?

254, ‘Es sind die Gleichungen von drei Geraden gegeben,
die sich in einem Punkte schneiden, nimlich

L, —kLy,=0, L +kL,=0, L, — kL, =0.
Welches ist die der letzten Geraden konjugierte Harmonikale?
255. Die Gleichungen von drei Geraden, welche durch einen
Punkt gehen, sind
Ly + b Ly =0, Ly + kL, =0, I ~+ kg Ly = 0.
Es ist die Gleichung einer Geraden zu bestimmen, welche mit
diesen gegebenen (eraden ein harmonisches Biischel bildet.

256. Welche geraden Linien bilden mit den drei Geraden
2x + 5y —8=0, bo 4+ y —16=0, 3z — 4y — 8 =10,
die durch einen Punkt gehen, je ein harmonisches Strablenbiischel?

257. Die Gleichungen der Fundamentallinien eines Biischels
‘sind 22+ 8y —5=0, 7Tx — 2y 4 1 =0. Drei Strahlen,
welche zu diesem Biischel gehren, entsprechen den Gleichungen
— 33+ 18y —10=0, 282 —3y—2=0, 92y —4=0.
Welches sind die Gleichungeh der Geraden, die mit diesen ge-
gebenen Strahlen harmonische Biischel bilden?
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258. In einem Dreieck, dessen Seiten den Gleichungen
V, =0, V, =0, V,=0 entsprechen, sind die Schwerpunkts-
transversalen konstruiert. Es ist zu jeder derselben die zu-
geordnete Harmonikale zu bestimmen, wenn die beiden Seiten,
durch deren Schnittpunkt sie geht, als konjugierte Strahlen be-
trachtet werden. TFerner sollen die Gleichungen der Geraden ge-
funden werden, welche mit den drei Schwerpunktstransversalen
harmonische Strahlenbiischel bilden.

259. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks sind V; =0,
V,=0, V,=0. Welches sind die Gleichungen der geraden
Linien, welche mit den Hohen des Dreiecks harmonische Strahlen-
biischel bilden?

260. Von den Ecken eines Dreiecks, dessen Seiten den
Gleichungen V; =0, ¥, =0, V; = O entsprechen, sind Trans-
versalen nach den Beriihrungspunkten der anbeschriebenen Kreise
gezogen, Welche geraden Linien bilden mit diesen drei Trans-
versalen harmonische Strahlenbiischel?

261. Gegeben ist ein Strahlenpaar, welches den Gleichungen
L+ kLy=0, Ly + kL, =0
entspricht. Wie viele Strahlenpaare lassen sich konstruieren, von
denen jedes mit dem gegebenen ein harmonisches Strahlenbiischel
bildet?
262. Zwei Strahlenpaare sind durch ihre Gleichungen
{L1+k1L2=0’ {L1+’"1L220y
L+ kL, =0, L+ rLy =0
gegeben. Es soll ein Strahlenpaar gefunden werden, welches mit
jedem der gegebenen Strahlenpaare ein harmonisches Biischel bildet.

263. Welches sind die Gleichungen des Strahlenpaares, das
mit jedem der beiden Strahlenpaare

{2y—x—11=0, q {2y+3m—23=0,
un
2y — 3z — 5 =0, y+2—10=0,
ein harmonisches Strahlenbiischel bildet?

264. Es sollen die Gleichungen desjenigen Strahlenpaares
bestimmt werden, welches mit jedem der beiden Strahlenpaare
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{2y+3x—5=0, {—12y+25x-—11=0,
un
7y — 11z 4 3 =0, 37y — 522 -+ 10 =0
ein harmonisches Strahlenbiischel bildet.

Involutorische Strahlenbtischel.

Erklérung. Drei Strahlenpaare, welche durch einen Punkt
gehen, bilden ein involutorisches Biischel, wenn sich ein viertes
Strahlenpaar bestimmen lifst, welches jedem der gegebenen har-
monisch ist.

265. Gegeben sind drei Strahlenpaare

(Ly + Ly =0, {Lj ~+ Iy L, =0, {Ll + by L, =0,
1L1 4 hyLy =0, \Ly~+ ML, =0, (L + kL, =0.
Welcher Bedingungsgleichung mtissen die Parameter hy, hy, k... .
geniigen, wenn diese Strahleppaare sich in Involution befinden

sollen?

266. Zu dem Strahlenbiischel

50 —3y+2+nz+4+2y—1)=0
gehoren die drei Strahlenpaare

(84+43y—1=0, [102+T7y—3=0, [(6x—y+1=0,
| 42— 5y-+3=0, {7x+y=0, 18,524-4y—1,5=0.
Es ist nachzuweisen, dals diese Strahlenpaare ein involuto-
‘risches Biischel bilden.
267. Drei Strahlenpaare, deren Gleichungen
{L1 =0, {Ll + fiLy =0, {L1 + r Ly =0,
L, =0, Li+ oLy =0, L+ 1rLy=0
sind, bilden eine Involution. Welcher Relation miissen dann die
Parameter gentigen?

268. Gegeben sind die Gleichungen von 3 Strahlenpaaren,
welche durch einen Punkt gehen,

(bz+y—11=0, {149&—53/—8 =0, {17x——7y—7 =0,
|3s6—2y+1=0, |290—15y—3=0, |230—11y—5=—0.
Bilden diese ein involutorisches Strahlenbiischel ?

269. Eine Involution ist bestimmt durch die Gleichung

kyky — 4(7“1 + kz) +7=0,
worin %, und k, Parameter zugeordneter Strahlen sind.
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Es sollen die Gleichungen von drei involutorischen Strahlenpaaren
entwickelt werden, wenn die Gleichung des Biischels
2x — 4y + 3+ k(b2 y—1)=0
ist. Bs sei by =5, k" =3, k' = —2.
270. Es ist nachzuweisen, dafs in einem involutorischen
Strahlenbiischel einem Strahl nur ein bestimmter zweiter Strahl
und umgekehrt dem letzteren Strahl nur der erste entspricht.

271. Von einem involutorischen Strahlenbiischel sind zwei
Strahlenpaare
{Ll—]—lez:O, ~[L1+h.1L2=O,
L+ kL, =0, lL1+h2L2=0
und ein einzelner Strahl I, - r, L, = 0 gegeben. Welches ist
die Gleichung desjenigen Strahles, der dem letzten Strahl entspricht?

272. 7Zwei Strahlenpaare eines involutorischen Biischels be-

sitzen die Gleichungen
11z — 2y + 7=0, 21z + 10,5y + 14,5 =0,

{4x+5y+3 =0, {27w+18y+19=0.

Welcher Strahl des Biischels entspricht dann der Geraden
192 4 8y + 13 = 0?

273. Von einem involutorischen Strahlenbtischel sind drei
Strahlenpaare gegeben, nfimlich
(bz+4y—11=0, 142-—~5y—8 =0, (17z—Ty—T7 =0,
|30 —2y+1=0, {29:0-— 15y —3=0, {239@——-111/—5:0.
Welches sind die Gleichungen derjenigen beiden Strahlen, die mit
jedem der gegebenen Paare ein harmonisches Biischel bilden?

Erkldarung. Fallen in einem involutorischen Strahlenbiischel
zwei entsprechende Strahlen zusammen, so bilden dieselben einen
Doppelstrahl der Involution.

274. Wie viele Doppelstrahlen konnen in einem involutori-
schen Strahlenbiischel vorkommen? Welche Lage haben diese
Doppelstrahlen zu denjenigen beiden Strahlen, die mit jedem
Strahlenpaare der Involution ein harmonisches Biischel bilden?

275. Von einem involutorischen Strahlenbiischel sind die
beiden Strahlenpaare
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{L1+k1L2=01 Ly + IyLy =0,
L+, =0, |L,+hLl,=0
gegeben. Wie bestimmt man die Parameter der Doppelstrahlen
der Involution?
276. Von dem Strahlenbiischel
52 —3y+ 24+ h(xz+2y—1)=0

sind zwei Strahlenpaare einer Involution gegeben, nimlich

8z 4 3y — 1 =0, 102 + 7y — 3 =0,

14x—5y+3=0, {7x+y=0.
Welches sind die Gleichungen der Doppelstrahlen der Involution?

277. Von einem involutorischen Strahlenbtischel sind die
beiden Strahlenpaare

11z — 2y 4+ 7=0, (1924 8y4 13 =0,
{4:0—{-53/—{—3 =0, {31x+23y+22=0
gegeben. Welches sind die Gleichungen der Doppelstrahlen der
Involution?

278. Es ist nachzuweisen, dafs eine Involution auch durch
die beiden Doppelstrahlen bestimmt sein kann. Welche Relation
besteht in diesem Falle zwischen den Parametern entsprechender
Strahlen ?

279. Die beiden Geraden

11z + 2y =0, 1824 5y — 1 =0,
welche dem Biischel

50— Ty + 3+ k(2z+8y —1)=0
angehoren, mogen als Doppelstrahlen eines involutorischen Biischels
angesehen werden. Welcher Strahl entspricht der geraden Linie,
deren Gleichung 72 — 4y 4 2 =0 ist?

280. Die beiden Doppelstrahlen eines involutorischen Strahlen-
biischels mogen auf einander lotrecht stehen. Welche Lage haben
in diesem Falle je zwei entsprechende Strahlen?

281. Welche Relation besteht zwischen den Parametern ent-
sprechender Strahlen einer Involution, wenn die beiden Doppel-
strahlen zusammenfallen?

282. Von einem involutorischen Strahlenbiischel sind die
beiden Strahlenpaare
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2y —x— 11 =0, {2y—|—3x—-23=0,
2y — 3z — 5 =0, y~+2—10=0
gegeben. Es sollen die Gleichungen der beiden sich entsprechen-

den Strahlen des Biischels gefunden werden, welche auf einander
lotrecht stehen.

283. Zwei involutorische Strahlenbiischel mogen den Mittel-
punkt gemein haben. Von dem eihen seien die beiden Strahlen-
paare

{Ll + kL, =0, {Lx + ks L, =0,

Ly + kL, =0, L+ kL, =0,
von dem zweiten

Ly +rnl, =0, L+ rgLy =0,

{Lx ~+ 1Ly =0, {L1 +rly =0
gegeben. Es sollen die Gleichungen eines Strahlenpaares gefunden
werden, welches sowohl mit den beiden ersten Paaren als auch
mit den beiden letzten in Involution steht.

Homogene Koordinaten.
284. Gegeben sind die Gleichungen von drei Geraden, die
nicht durch einen Punkt gehen,
%, = cos e, -} ¥y sin ¢, — p; = 0,
%y = & COS ay -} ¥ sin o — p, = 0,
23 == % c08 ag - ¥ sin o5 — p; = 0.
Es soll die Gleichung der Geraden x cos ¢ + ysingp — 0 =0 in

der Form
Aymy + Ayay + Agwg = 0
dargestellt werden. Welches sind die Werte der Koefficienten
Al? A2’ AS?
285. Welche geometrische Bedeutung haben die Konstanten
@y, Gy, ay in der Gleichung der geraden Linie
a2y + a,%y - azxy = 07
286. Die Gleichungen der drei Fundamentallinien sind
X =52—2y+1=0,
Y =22 —y—3=0,
Z1 =z+y+1=0.
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Welches ist die Gleichung der Geraden z -+ 2y — 4 = 0 in ho-
mogenen Koordinaten?

287. Die Gleichungen der dreéi Fundamentallinien sind
%, =0, 2,=0, 2 =0. Von dem Punkte P werden auf die-
selben drei Lote w,, x,, @, gefillt. Welche Relation lifst sich
fiir dieselben aufstellen?
288. Welche Bedeutung- haben die homogenen Gleichungen
Ly + lywy + lag = 0
und 2, sine; - 2siney, -+ xgsiney = 0,
wenn U, l,, I, die Lingen der Seiten und e, ¢, @3 die Winkel
des Fundamentaldreiecks sind?
289. Gegeben ist die Gleichung einer Geraden
a,x; + ayxy 4 agwg = 0.
Wie lassen sich die Schnittpunkte derselben mit den Seiten des
Fundamentaldreiecks bestimmen?
290. Die Lage des Durchschnittspunktes der beiden Geraden
ay ¥ + a3 7y 4 azx5 = 0,

’ ’ ’
. @z + ay'wy + ag’wg =0
ist zu finden.

291. Die Lage der beiden Punkte 4 und B ist durch die

Koordinaten
’ 7 7 44 7’ ’”
xyy @y, g und @y, @y, oy

bestimmt. Welches ist die Gleichung der Geraden, die durch diese
beiden Punkte hindurchgeht?

292. Welches ist die Gleichung einer Geraden, die durch
den Schnittpunkt der beiden Geraden

ay ®y @y @y + az2y = 0,

a2+ ay s 4 oagxy =0
geht?

293. Welche Bedingung muls erfiilll sein, wenn die drei
Geraden
ay @+ ay 2y + ag x5 =0,
a @+ ay @y + a5y = 0,
a @ + a5 %y + a;"wg =0
durch einen Punkt gehen sollen?
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294, Welches sind die Gleichungen der Ecktransversalen
des Fundamentaldreiecks, die durch den Punkt 4 gehen, wenn
die Koordinaten von 4 z,, »,, #, sind?

295. Die Gleichungen der Seiten des Fundamentaldreiecks
sind #, = 0, ®, = 0, x; = 0. Man verbinde die Punkte, in denen
die beiden ersten Seiten von der Geraden a,»;, - a,2, -+ az03="0
geschnitten werden, mit den beiden Eckpunkten auf der dritten
Seite. Welches sind die Gleichungen der Verbindungslinien? Durch
welche Relationen ist die Lage des Schnittpunktes derselben be-
stimmt?

296. Die Geraden x;, = 0, 2, = 0, @2, + a2, = 0,
u, @ -+ a5'zy = O bilden ein vollstindiges Vierseit. Welches sind
die Gleichungen der Diagonalen? In welchen Punkten schneiden
sich dieselben?

297. Verbindet man den Punkt 4 in der Fliche des Funda-
mentaldreiecks, dessen Lage durch die Koordinaten 2, z,, x;" be-
stimmt ist, mit den Ecken, so erhilt man ein vollstindiges Vier-
seit und zwei Diagonalen desselben. Es sollen die drei Paare
gegeniiber liegender Ecken des Vierseits bestimmt werden.

298. Es ist nachzuweisen, dafs in einem vollstindigen Vier-
seit die Diagonalen harmonisch geteilt werden.

299. Die Gleichungen der Seiten des Fundamentaldreiecks
sind ¢, =0, 4, =0, 3 = 0. Wie lifst sich die Lage der Ge-
raden bestimmen, welche der Gleichung a,z, - ay2, + 32, = 0
entspricht?

300. Welche Beziehung findet zwischen den Gleichungen
zweier Geraden I, und L, statt, wenn dieselben einander pa-
rallel sind?

301. In dem Abstande d sind zu der Geraden

W%+ aywy, + agwy =0
Parallelen zu ziehen. Welches sind die Gleichungen derselben?

302. Zu der Geraden a,% - @y, + a2, = 0 soll durch
den Punkt, dessen Koordinaten ", »,’, ;" sind, eine Parallele ge-
zogen werden. Welches ist die Gleichung derselben?

303. Durch die Eckpunkte des Fundamentaldreiecks mégen
Parallelen zu den gegeniiberliegenden Seiten gezogen sein. Welches
sind die Gleichungen derselben?
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304. Es sollen die Gleichungen der Schwerpunktstransver-
salen’ des Fundamentaldreiecks und die Koordinaten des Schwer-
punkts bestimmt werden.

305. Es ist zu zeigen, dals die Verbindungslinien der Hal-
bierungspunkte je zweier Seiten des Fundamentaldreiecks der dritten
Seite parallel laufen.

306. Welche Bedingungsgleichung mufs erfiillt sein, wenn
die beiden Geraden

ay &y + ay @y + agay =0,
a) x4 ay'wy + ag'zy =0
sich rechtwinklig durchschneiden sollen?

307, Von dem Punkte P, dessen Koordinaten =z, z,, x5
sind, ist ein Lot auf die Gerade

@ + ay@y + agry =0
gefillt. Welches ist die Gleichung desselben?

308. In dem Fundamentaldreieck mogen die Hohen kon-
struiert sein. Welches sind die Gleichungen derselben? Welches
sind die Koordinaten des Schnittpunktes derselben?

309. Die Fufspunkte der Hohen des Fundamentaldreiecks
mogen durch gerade Linien verbunden sein. Welches sind die
Gleichungen der Verbindungslinien?

310. In den Halbierungspunkten der Seiten des Fundamen-
taldreiecks sind Lote errichtet. Welches sind die Gleichungen der-
selben? Welches sind die Koordinaten des Punktes, in dem sich
diese Lote durchschneiden?

311. Wie grofs ist der Abstand des Punktes P, dessen
Koordinaten #,", #,’, #;" sind, von der Geraden

ay 2y + aymy + agwy = 07?

312. BEs sind die Gleichungen der Ecktransversalen zu be-
stimmen, welche sich in dem Fundamentaldreieck nach den Be-
rithrungspunkten des einbeschriebenen Kreises ziehen lassen.

313. Welches sind die Gleichungen der Ecktransversalen des
Fundamentaldreiecks, welche sich nach den Berithrungspunkten
der anbeschriebenen Kreise ziehen lassen?
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Der Punkt.

Die Gleichung des Punktes (Linienkoordinaten).

314. Welches sind die Linienkoordinaten der Geraden, welche
die beiden Punkte, deren Gleichungen
A =au+t+brv4+1=0,
Ay =ayu+ b4+ 1=0
sind, verbindet?
Beispiel. 4, =38u-+5v+4+1=0,
Ay =74 — 204+ 1=0.

315. Wie grofs ist der Abstand des Punktes a,u—+b,041=0
von derjenigen Geraden, deren Linienkoordinaten u,, v, sind?

316. Es soll die Gleichung desjenigen Punktes bestimmt
werden, der den Abstand der beiden Punkte

A, —=au+bo+1=0 4, =au-t+bv4+1=0
halbiert.

Beispiel.

A =bBu—3v+4+1=0, 4, =Tu -+ 130 1=0.
317. Der Abstand zwischen den beiden Punkten
A =au—+bv+1=0 4y=au-+bov+1=0
ist im Verhéltnis m zu »n zu teilen. Welches ist die Gleichung des
Teilpunktes ?

318. Gegeben sind die Gleichungen zweier Punkte 4, = 0,
A, = 0. Welcher Punkt entspricht der Gleichung 4, — 4, = 0?

319. Die Gleichungen der Ecken eines Dreiecks sind 4, = 0,
4,=0, 4; = 0. Welches ist die Gleichung des Schwerpunktes
desselben?

320. Von einem Parallelogramm sind drei Eckpunkte 4, =0,
A, =0, A; = 0 gegeben. Welche Liage kann der vierte Eck-
punkt besitzen?

321. Welches ist die Gleichung eines beliebigen Punktes, der
auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte A4, =0
und 4, = 0 liegt?

_ 322, Welches ist die geometrische Bedeutung des Koeffi-
cienten %k in der Gleichung 4, — k4, = 0°?
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323. Welche Bedingungsgleichung mufls erfillt sein, wenn
die drei Punkte 4; = 0, 4, = 0, A3 = 0O in einer geraden Linie
liegen sollen?

324. Gegeben sind die drei Eckpunkte .eines Dreiecks 4, =0,
A4, =0, A; = 0. Die drei Seiten des Dreiecks seien bis in die
Unendlichkeit verlingert. Was lifst sich iiber die Lage der unend-
lich fernen Punkte derselben bestimmen?

325, Die drei Eckpunkte eines Dreiecks entsprechen den
Gleichungen 4; = 0, 4, = 0, A3 = 0. Die Seiten des Dreiecks
sind geteilt; die Abschnitte von A, 4, sind p; und g5, die von
A,A;, p; und ¢, und die von A;A; p, und g,, und zwar be-
steht zwischen den Abschnitten die Relation p,-p,-p; = ¢;- 5" 5.
Wie liegen die drei Teilpunkte der Seiten?

326. Erteilt man der Grofse k in der Gleichung

5u—4v4+1—%kQu-+3v4+1)=0
alle mdoglichen reellen Werte, so entspricht der Gleichung eine
Reihe von Punkten, welche alle auf der Verbindungslinie der beiden
Punkte 5 — 4v + 1 =0 und 24 4+ 8v» 4+ 1 = 0 liegen.
Welche Punkte der Reihe entsprechen den Werten % = 3 und
k= —7?

327. Welche Lage haben die Punkte 4, 4 kA, = 0 und
kA, 4+ A, = 0 zu den beiden Fundamentalpunkten 4, = 0 und
A, = 0?

Das Doppelverhiltnis von vier Punkten.
Erkldrung. Sind die Gleichungen von vier Punkten auf
einer geraden Linie
A =0, 4,=0; A, — kA4, =0, A, — k4, =0,
so wird das Verhiltnis —Z—l— als das Doppelverhsltnis des zweiten
Punktepaars zum ersten P?mktepaa,r bezeichnet.

328. Gegeben sind zwei Punktepaare
{514—40—]—1:0, {4u—|—2v—|—1=0,
3u+ 8v-4+1-=0, w4+ 200 + 1 =0.

Welchen Wert hat das Doppelverhiiltnis des zweiten Punktepaares
zum ersten?
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329. Auf einer Geraden liegt das- Punktepaar
Su—204+1=0,4u+To4+1=0
und der Punkt 8%u 4 4v - 1 = 0. Welches ist die Gleichung
des vierten Punktes, wenn der Wert des Doppelverhiltnisses — 2
sein soll?

330. Gegeben sind die Gleichungen von zwei Punktepaaren
auf einer Geraden
A, — k4, =0, A, — h 4, =0,
{Al—k2 4, =0, ‘Al — hy Ay, = 0.
Welches ist der Wert des Doppelverhiiltnisses des zweiten Punkte-
paares zum ersten?
331. Von der Punktreihe
5u —4v+1—Fk(uw-+ 304 1)=0
gind zwei Punktepaare gegeben
3u— Jv4+1=0, —Tu+ 170 4+ 1 =0,
{—u+6%v+1=0, 134 — 18v + 1 = 0.
Welchen Wert besitzt das Doppelverhiltnis des zweiten Punkte-
paares zum ersten?
332. Von der Punktreihe
3u—2v4+1—k(du+ 704+ 1)=0
ist das Punktepaar
20 — 11lv 4+ 1, 24u — 80 41 =0
und der Punkt w — 20v 4+ 1 = O gegeben. Es soll die Gleichung

eines vierten Punktes bestimmt werden, so dafs der Wert des
Doppelverhiltnisses = 34 wird.

Harmonische Punkte.

Erklirung. Hat das Doppelverhiiltnis der beiden Punkte-
paare A,, A, und By, B, den Wert — 1, so wird dasselbe ein
harmonisches genannt. Die Strecke zwischen den Punkten eines
Paares wird in diesem Falle von den beiden Punkten des anderen
Paares harmonisch geteilt.

333. Welche Bedingungsgleichung muls erfiillt sein, wenn
das Doppelverhiltnis der beiden Punktepaare



48 Der Punkt.

A, —k 4, =0, A, — by 4, =0,
{AI—-k2 4,=0, {Al——th2=0
ein harmonisches sein soll?
334. Gegeben sind die beiden Punktepaare
11y — 204+ 1 =0, THu — &v -+ 1=0,
{?m-l— v+ 1=0, {51u~17fv+1=0.
Bs soll nachgewiesen werden, dafs der Abstand zwischen den
Punkten des einen Paares durch die beiden anderen Punkte har-
monisch geteilt wird.

335, Zu drei Punkten, welche auf einer Geraden liegen,
Tud+8v+4+1=0, 20—5v++1=0, 27u + 350+ 1=0
ist der vierte harmonische Punkt zu bestimmen.

336. Von den drei Punkten 4, =0, 4, =0, 4, 4 4,=0
mogen die beiden ersten als konjagierte betrachtet werden. Welches
ist die Gleichung des vierten harmonischen Punktes?

337. Gegeben sind zwei Punktepaare auf einer Geraden
2+ 9v+ 1 =0, 6u+ v+ 1=0,
{5u+37)+1=0, {9%—-5v+1=0.

Es soll ein Punktepaar gefunden werden, welches zu jedem

der gegebenen Punktepaare harmonisch ist.

338. Die beiden Punktepaare der vorigen Aufgabe seien in

anderer Weise gruppiert, niimlich
2u + 9v -+ 1 =0, 5u 4+ 3v+4+1=0,
{6u+ v+ 1=0, {9%—5v+1=0.
Welches Punktepaar wird zu beiden Paaren harmonisch sein?
339. Die vier Punkte der Aufgabe 337 seien in folgender
Weise geordnet:
2u 4+ 9v -+ 1 =0, 5u 4+ 3v 4+ 1 =0,
{9u——5v—|—1=0, {6u—|— v+ 1=0.
Welches Punktepaar ist zu beiden Paaren harmonisch?

340. Welchen allgemeinen Satz bestiitigen die Liésungen der
drei vorstehenden Aufgaben?
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Involutorische Punktreihen.

341, Drei Punktepaare
A — 7 Ay =0, (4, —hy Ay =0, (A, — by 4, =0,
{A, — hy 4, =0, {Al—h4A2=0, {Al—-heA2=O
bilden eine Involution, wenn sich ein viertes Punktepaar finden
lifst, welches zu jedem der gegebenen Punktepaare harmonisch i,

Welcher Bedingungsgleichung miissen in diesem Falle die Para-
meter der gegebenen Punktepaare geniigen?

342. Von der Punktreihe
50— 4v+1—% Bu-48v41)=0
sind drei Punktepaare gegeben

2u+14v+1=0, | 4u+ 204-1=0, ut+ 20v-4-1=0,
{3§u+4v+1=0, {—u+32@+1=0, {3}-}%-}-2{%@;—}—1———0.
Es ist zu untersuchen, ob diese Punktepaare eine Involution bilden.
343. Von der Punktreihe
Tu+99+1—k(u—3v+41)=0
sind zwei Punktepaare
13u 4 210 4+ 1 =0, — by — 15v 4+ 1 =0,
{19u+ 330 4+ 1 =0, {—— 11y — 270 4+ 1 =0,
und der Punkt 8u 4 v 4+ 1 =0 gegeben. BEs soll ein Punkt

gefunden werden, der dem letzten Punkte zugeordnet ist, so dafs
die drei Punktepaare eine Involution bilden.

344. Von einer involutorischen Punktreihe sind zwei Punkte-
paare gegeben
2u 4+ 9v 4+ 1=0, 6u-4+ v+ 1=0,
{5u+30+1=0, {9%-—51}—[—-1=0.
Welches sind die Gleichungen der Doppelpunkte der Involution?
345. Wie viele Doppelpunkte kénnen in einer involutorischen
Punktreihe vorkommen?
346. Gegeben sind die beiden Doppelpunkte einer involuto-
rischen Punktreihe
4Ju —fv+1=0, 27u 4 350 4+ 1 = 0.

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie, T. 4
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Welcher Punkt der Involution entspricht dann dem Punkte
Tu -+ 3v+1=0°?
347. Die beiden Doppelpunkte einer involutorischen Punkt-
reihe entsprechen den Gleichungen
5u+9v+1=0, 11lu—13v-41=0.
Welcher Punkt der Involution entspricht dem unendlich fernen
Ptinkte der Geraden, auf welcher die Punktreihe liegt?

348. Welche Lage haben je zwei zugeordnete Punkte einer
involutorischen Punktreihe, wenn einer der Doppelpunkte in der
Unendlichkeit liegt?

849. Die beiden Doppelpunkte einer Involution fallen zu-
sammen, und zwar ist die Lage derselben bestimmt durch die
Gleichung 4, = 0. Wie liegen dann die Punkte, welche den
Punkten A4, = 0, A3 = 0 u. s. f. zugeordnet sind?

350. Welcher Bedingungsgleichung miissen die Parameter von
zwei Punktepaaren einer involutorischen Punktreihe gentigen, wenn
die Doppelpunkte der Involution imaginir sein sollen?

351. Gegeben sind auf einer Geraden

1) die beiden Punktepaare

54 — 3v 4+ 1 =0, 124 4 110 4+ 1 =0,
{7u+ v+1=0, {9'u—l— 5v 4+ 1 =0,
2) die beiden Punktepaare
2u — v+ 1 =0, 6u— ov4+1=0,
{11u+90—|—1=0, {u—llv—l—1=0.
Es soll ein Punktepaar gesucht werden, welches sowohl mit den

beiden ersten Punktepaaren als auch mit den beiden letzten
Punktepaaren eine Involution bildet.

Homogene Linienkoordinaten.

352. Gegeben sind die Gleichungen von drei Punkten, die
nicht in einer Geraden liegen:
U, =Zau+bov+4+1=0,
U, = au -+ byo 4+ 1 =0,
U, =ayu 4+ bjv+1=0.
Es soll die Gleichung des Punktes au - bv 4 1 =0 in der



Der Punkt. 51

Form % U, + kU, + kU; = O dargestellt werden. Welche
Werte haben die Koefficienten &, k&, %3?
353. Welche geometrische Bedeutung haben die Konstanten
kyy kg, k; in der Gleichung des Punktes
kyuy + kyuy + kyuy = 0?
354, Gegeben sind die Gleichungen zweier Punkte
kyuy =+ kyuy + kyus = 0, kf“; ~+ kuy + suz = 0.
Es sollen die Linienkoordinaten der Geraden bestimmt werden,
welche durch diese beiden Punkte geht.
355. Die Linienkoordinaten von zwei geraden Linien sind
u'y uyy ug' und w”, wy”, ug”. Welches ist die Gleichung des
Punktes, in dem sich die beiden Geraden schneiden?
356. Welche Bedingung mufs erfiillt sein, wenn die drei Punkte
Fyuy + kyuy + kgug = 0, Fy'uy + ky'uy + ks'uy = 0,
Ry "uy By uy 4 k"uy = 0
in einer geraden Linie liegen sollen?

357. Es ist die Gleichung eines Punktes anzugeben, der in
der Verbindungslinie der beiden Punkte

kyuy 4 kyuy 4 Fsug = 0,  k'u, + kyuy + ky'ug = 0
liegt.

358. Welche Bedingung mufs erfiillt sein, wenn der Gleichung

Fyuy + kyuy + kyug =0
ein unendlich ferner Punkt entsprechen soll?

359. Welches ist die Gleichung des Schwerpunktes in dem Funda-
mentaldreieck? Die Gleichungen der Ecken sind u, =0, uy==0, u3==0.

360. Die Gleichung des Mittelpunktes desjenigen Kreises ist
zu bestimmen, der durch die Eckpunkte des Fundamentaldreiecks geht.

361. Welche Gestalt hat die Gleichung des Hohenpunktes
des Fundamentaldreiecks?

362. Wie lifst sich nachweisen, dafls der Schwerpunkt, der
Hohenpunkt und der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises des
Fundamentaldreiecks in einer geraden Linie liegen?

363. Es ist die Gleichung des Mittelpunktes des einge-
schriebenen Kreises zu bestimmen, d. i. desjenigen Kreises, der von

den Seiten des Fundamentaldreiecks bertihrt wird.
4*
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364. Die Ecktransversalen des Fundamentaldreiecks, welche
durch die Punkte gehen, in denen die Seiten von den anbeschriebenen
Kreisen bertihrt werden, schneiden sich in einem Punkte. Welches
ist die Gleichung dieses Punktes?

365. Wie lifst sich nachweisen, dafs der Schwerpunkt, der
Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises und der finfte merk-
wiirdige Punkt des Fundamentaldreiecks in einer geraden Linie

liegen?
366. Welchen Abstand besitzt der Punkt
d dy ds
'h’l_“l+ g uy + Ry Uy =0

von der Geraden, deren Koordinaten u,’, uy’, u; sind?

Der Kreis.

Die Gleichung des Kreises.

367. Welches ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittel-
punkt die Koordinaten @, b besitzt und dessen Radius = r ist?

Beispiele. «) a =0, =0, r= 9.
B a=1, b=0, r= 8.
p) a=0, b=—2, r=11L
Na=—4, b=17, r= 1.

368. Welchen Bedingungen miissen die Konstanten der Gleichung
Ax? 4+ By + Cay + D2z + Fy + G =0
gentigen, wenn dieselbe einem Kreise entsprechen soll?
369. Mittelpunktskoordinaten und Radius eines Kreises zu
bestimmen, welcher der (leichung
Ax* + Ay + Lo+ My + N=0
entspricht. Wie liegt der Kreis, wenn N = 0 ist?
Beispiele.
a) 1547 + 15y® + 1202 — 90y — 45 = 0.
b) 7224 T+ 4924 84y 4 14 = 0.
¢) 2,502 + 2,59 + 12,52 — 7,5y 4 10 = 0.
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370. In welcher Bezichung miissen die Konstanten der
Gleichungen zweier Kreise

Az + Ay*+ Bw+ Cy -+ F, =0,
Ay2® + Ay + Byw + Gy + F =0
stehen, wenn dieselben konzentrisch sein sollen?
371. Welche Bedeutung hat die Gleichung
(o — af + (s — B — 0?
372. Welches Gebilde entspricht der Gleichung zweiten Grades
Ax® -+ Ay + La + My + N=0,
L? 4+ M? — 4AN
4.4?
373. Es soll die Kurve bestimmt werden, welche der Proportion
y—5:83—ax=ux:y

wenn der Ausdruck negativ ist?

entspricht.
374. Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise
®® 4 92 + 142 — 10y — 7 =0,
@ 4y — 4z — 22y 4 25 = 0.
Wie lautet die Gleichung der Geraden, welche die Mittelpunkte
beider verbindet? Wie lang ist das Lot, welches sich vom Ko-
ordinatenanfangspunkte auf diese Gerade fillen lifst?

375, Welches geometrische Gebilde entspricht der Gleichung
a*+y*+ Ao+ By 4 0, + k(«® +y° + Aso+ Byy + Cy) =02

376. Zur Bestimmung der Polargleichung eines Kreises sind
die Polarkoordinaten des Mittelpunktes ¢,, ¢, und der Radius ge-
geben. Wie heilst die Gleichung?

3717. Die Gleichung eines Kreises ist 2* 4 y* = 49. Durch
den Punkt 4, = — 7, y, = — 8 werde ein neues Koordinaten-
system gelegt, dessen Achsen denen des urspriinglichen Systems
parallel laufen. Welches ist die Gleichung des Kreises beatiglich
des zweiten Koordinatensystems?

378. Welche Anderung erfshrt die Gleichung des Kreises
2% 4 y? = r%, wenn das rechtwinklige Koordinatensystem um den
Winkel ¢ gedreht wird?

379. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises

2+ ¢y —Tx+ 11y — 3 =0.
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Welche Gestalt nimmt dieselbe an, wenn das rechtwinklige Ko-
ordinatensystem um einen Winkel von 45° gedreht wird?

380. Gegeben ist ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit
dem Koordinatenwinkel «. Wie lautet die Gleichung eines Kreises,
dessen Radius = » und dessen Mittelpunktskoordinaten @ und b sind?

Der Kreis und die Gerade.

381. Welches sind die Koordinaten der Punkte, in denen
der Kreis #* + y® = »2 von der Geraden zcosa 4 y sine — p =0
geschnitten wird? '

382. a) In welchen Punkten schneidet die Geradey — Mx - n
den Kreis 2 4- 5% = ¢#?? Welche Bedingung mufs erfiillt sein,
damit die Gerade den Kreis berithrt?

b) Welches sind die Koordinaten der Schnittpunkte, wenn die

Gleichung der Geraden—; + —Z— =1 ist?

Beispiele. a) 2* 4 y* = 169, y=Tx — 79.
b) 2* 4+ y* = 100, 4z -4 3y = 50.
c) #* 4 y? = 289, 2y — = 46.
383. In welchen Punkten wird der Kreis
2+ + Bo4Cy+F—=0
von der Geraden Lz -+ My -} N = O geschnitten? Wie weit ist
der Mittelpunkt des Kreises von der Geraden entfernt?

Beispiele.

a) @’ + 9 — 140 — 4y — 5=0, 2y — 8y 12 = 0;
b) 2 4 9* — 62 4 10y — 27 =0, 62 4 5y = 54.

384. a) Gegeben sind die Koordinaten einer geraden Linie u,
und v;. Welche Bedingung muls erfiilllt sein, wenn dieselbe den
Kreis K, dessen Mittelpunkt der Gleichung a,u - b, 41 =0
und dessen Radius 7, ist, beriihren soll? Welches ist die Gleichung
dieses Kreises in Linienkoordinaten ?

b) Welcher Bedingung miissen die Konstanten der Gleichung

Au? 4 Buv + Cv* 4+ Du -+ Ev 4 F=0
geniigen, wenn derselben ein Kreis entsprechen soll? Welches ist
die Gleichung des Mittelpunktes? Wie grofs ist der Radius?
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385. In welchen Punkten schneidet der Kreis

2?4+ y? 4+ 222 — 18y + 57 =0
die Koordinatenachsen?

386. Welches ist die Gleichung desjenigen Kreiges, der die
positiven Teile der Koordinatenachsen in der Entfernung 7 vom
Koordinatenanfangspunkte beriihrt?

387. Es sind die Gleichungen derjenigen Tangenten zu be-
stimmen, welche sich vom Koordinatenanfangspunkte an den Kreis
Ax* + Ay? + Bx 4 Cy + F = O ziehen lassen.

Beispiele.

a) 2 + 9 — 222 — 14y -} 161 =0,
b) #* 4+ 2 — 624 10y — 27 =0.

388. Die Gerade 8y -+ 5z 4+ 19 = 0 schneidet den Kreis
y® 4 2* = 113 in zwei Punkten. Wie lang ist die Sehne? Wie
grofs ist der zugehorige Centriwinkel?

389. Es ist die Gleichung der Geraden zu bestimmen, welche
den Kreis 2® 4 »* = 169 in zwei Punkten schneidet, deren Ab-
scissen — 12 und - 7, und deren Ordinaten positiv sind. Wie
grofs ist der Inhalt des von der Sehne und den Radien ein-
geschlossenen Dreiecks?

390. Durch den Punkt P des Kreises 2? 4 y® = 130, der
die Abscisse + 9 und eine negative Ordinate besitzt, soll eine
Sehne gezogen werden, welche der Geraden 5y — 4x 4+ 7 =0
parallel lsuft. Welches ist die Gleichung derselben? Welches
sind die Koordinaten des zweiten Durchschnittspunktes?

391. Durch den Punkt (w;, y,) des Kreises 2 - y* = »? ist
eine Sehne zu ziehen, welche vom Mittelpunkte des Kreises den
Abstand d hat.

Beispiel. 2?4 92 =656; #, = — 1,y =4; d=>5.

392. Durch den Punkt (2, y,) innerhalb der Fliche des Kreises
#? - y? = 7? soll eine Sehne gezogen werden, die in diesem Punkte
halbiert wird.

Beispiel. 2?4 y* =277, , =38, y; = — 5.
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Tangente und Normale des Kreises.

393. An den Kreis 22 4 32 = #% soll im Punkte (x,, y,) eine
Tangente gelegt werden. Welches ist die Gleichung derselben?

Beispiele.
a) #® 4 y* = 353, x, =8, ¥ = 11.
b) «* 4+ »® = 250, x, =9, Y, < 0.
o) @+ y* =843, o, = —11, y SO.

394. An den Kreis 2® 4 y® = #* ist in dem Punkte, dessen
Abscisse x, und dessen Ordinate negativ ist, eine Tangente zu
legen. Wie lang ist das Stick derselben zwischen den beiden
Koordinatenachsen? Welches ist die Gleichung der Normale?

Beispiel. «® 4 y? =232, z, = 14,

395. Gegeben ist der Kreis (z — ) 4 (y — 8)* =12 Im
Punkte (2, #,) ist an denselben eine Tangente zu legen. Welches
ist die Gleichung derselben?

Beispiele.
a) (@—5)* 4+ (y+ 8)2=113, «, — 13.
b) «* 492 —14x — 4y — 5 = 0, x = 10.
¢) i +y*— 4z 422y 25 = 0, x = 3.

396. An den Kreis 2° + 9> — 64 — 14y — 3 = 0 sind in
den Punkten, deren Abscisse #; = 9 ist, Tangenten zu legen. Wie
weit ist der Koordinatenanfangspunkt von diesen Tangenten ent-
fernt? Wie grofs sind die Stiicke derselben zwischen den Ko-
ordinatenachsen?

397. Im Punkte (z;, y,) ist an den Kreis
@?+y+Ade+ By4C=0
eine Tangente gezogen. Unter welchem Winkel schneidet dieselbe

den vom Koordinatenanfangspunkte nach dem Beriihrungspunkte
gezogenen Radiusvektor? Welches ist die Gleichung der Normale?

Beispiel. #® 4 y* — 140 — 4y — 5 =0, », =10, y, = 9.

398. An den Kreis 2 4 y®> — 62 4 10y — 27 = 0 sind
in den Punkten, deren Abscisse = 9 ist, Tangenten gelegt. Unter
welchen Winkeln sind dieselben gegen die X-Achse geneigt?
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399. Gegeben ist der Kreis 2? + y* 4+ 10z — 6y — 2=0.
An denselben sind Tangenten zu legen, welche der Geraden
y = 2x — 7 parallel laufen. Welches sind die Gleichungen der
Tangenten?

400. Es sollen an den Kreis #? 4 y? = 58 Tangenten ge-

legt werden, welche mit der Geraden ;ﬁ — % =1 einen Winkel
von 60° einschliefsen. Welches sind die Gleichungen derselben?
Welche Gestalt nehmen die Resultate an, wenn die gegebene Gerade
die X-Achse ist?

401. Durch den Punkt 2, = 9, y, > 0 des Kreises

2ty — 120+ 2y +83=0
ist eine Gerade zu ziehen, welche denselben unter einem Winkel
von 45° séhneidet.

402. An den Kreis y = + /2 (32 — #) mobgen in den
Punkten, welche zu der Abscisse x; = 19 gehdren, die beiden Tan-
genten gelegt sein. Welchen Winkel schliefsen beide mit einander ein?

403. An den Kreis 2 4+ y? + Az -+ By + C = 0 sind in
den Punkten (z,, y,) und (x,, y,) Tangenten gelegt. Welches ist
die Tangente des von denselben eingeschlossenen Winkels? Welcher
Bedingung miissen die Koordinaten der Beriihrungspunkte gentigen,
a) wenn die beiden Tangenten parallel laufen, b) wenn sie auf
einander lotrecht stehen?

404. Die Gleichung eines Kreises ist #? + 4% = 144. Die
Abscisse des Berithrungspunktes einer Tangente sei #;, = 8. Wie
lang ist die Subtangente?

405. Im Punkte (2, y,) sei an den Kreis

@ +y+ Az ++ By 4+ C=0
eine Tangente gelegt. Wie lang ist a) die Tangente? b) die
Normale? c) die Subtangente? d) die Subnormale?
Beispiel. #® 4+ 4 — 142 — 4y — 5 =0, 2, =10, y, = 9.
406. Von dem Punkte (2, y,) sei an den Kreis
(60— af + (g — b = ?
eine Tangente gelegt. Wie lang ist dieselbe?
Beispiel. (x — 3)*+ (y — 1) =25, 4, = — 11,5y, = — 9.



58 Der Kreis.

407, Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise
¥+ a2 — 6y — 22+ 6=0,
y? -+ 2 — 22y — 202 4 52 = 0.
Es sind die Koordinaten eines Punktes zu bestimmen, von dem

die Tangenten an beide Kreise gezogen gleich 4 ]/E sind.

408. Von einem um den Koordinatenanfangspunkt beschrie-
benen Kreise ist die Subnormale eines Punktes = p, die Sub-
tangente desselben Punktes = g. Welches ist die Gleichung dieses
Kreises?

409. Um den Koordinatenanfangspunkt ist ein Kreis be-
schrieben, der von der Geraden y = 32 — 5 bertihrt wird. Welches
ist die Gleichung desselben?

410. Auf die Tangente des Kreises 2% - y? =17 deren Be-
rithrungspunkt die Koordinaten ux,, g, besitzt, sind von den End-
punkten des auf der X-Achse liegenden Durchmessers Lote gefillt.
Wie lang ist das zwischen den Fulspunkten liegende Stiick der
Tangente ?

411. Von dem Punkte (%, y,) sollen an den Kreis z* -} y*==7*
zwei Tangenten gezogen werden. Welches sind die Gleichungen
derselben? Welches sind die Koordinaten der Beriihrungspunkte?

Beispiel. 2?4 y?=169, z, =16, y, =11.

Pol und Polare.

412. Von dem Punkte (z,, %,) sind zwei Tangenten an den
Kreis 2% -4 y® = +* gezogen. Welches ist die Gleichung der Be-
rilhrungssehne (Polare des Punktes (z,, %) beziiglich des Kreises)?

Beispiele. a) 2’4 y*= 49, , =13, gy, =2,

b) 2? 442 =130, x, =5, y,=—V)105.
c) o Fy2=1289, », =—12, y, =4.

413. Gegeben ist der Kreis 2?4 »*==121. In welchen
Punkten schneidet die Polare des Punktes x, =3, y, =2 den-
selben?

414. Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes
#, =r, y, =0 beztiglich des Kreises »* - y? =1+??
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415. Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes
(%1, 9,) beztiglich des Kreises

(6= + (= p =12

Beispiele.
a) (1— 3+ (y+5)* =81, z=11, y=1T;
b) a4 y2+ 14046y +22=0, =8, y =—25;

¢) a9y —18z+42y457=0, 4, =—2, y,=—T.

416. Es soll die Polare des Punktes (»,, y,) beziiglich des
Punktes (a, b) bestimmt werden. Der Punkt ist als ein Kreis mit
unendlich kleinem Radius zu betrachten.

Beispiel. 2, =11, y, =38, a=—4, b=—2,

417. Die Polare des Punktes (z;, %,) beziiglich einer Geraden
G ist zu finden. Die Gerade G ist als ein Kreis anzusehen, dessen
Radius unendlich grofs ist und dessen Mittelpunkt in der Unend-
lichkeit liegt.

Anmerkung. Bei der Losung moge die Kreisgleichung

2 (1 )2 (1 1) (4 A dg)a+ (By+ b Bg)y+ G+ 1 Cy—0
benutzt werden, welche fiir k== — 1 in die Gleichung einer Ge-
raden iibergeht.

Beispiel. 52— 3y -4 7=0, x, =8, y, = 20.

418. Wo liegt die Polare des Punktes (a, b) beziiglich des
Kreises (x — a)® 4 (y — b)? = #%?

419. Unter welchem Winkel schneidet die Polare des Punktes
(#,, y,) beztiglich des Kreises (x — a)® 4 (y — b)? =»* die Ver-
bindungslinie der Punkte (@, b) und (z,, ¥,)?

420, Wie lifst sich die Polare des Punktes (z;, y,) bezliglich
des Kreises 2% -} 4®> = #? konstruieren?

421. Welchen Abstand hat die Polare des Punktes (2, ¥,)
beziiglich des Kreises (x — a)® 4 (y — b)? =17? vom Mittelpunkte
desselben?

422. Die Gerade y = Mx -+ n werde als Polare beziiglich
des Kreises 2% 4 y* = #® betrachtet. Welches sind die Koordi-
naten des zugehdrigen Poles?

Beispiele. a) 2’ 4 y? = 96, y= 32 — 24;

b) ottt =16, 2 — L —1;
¢) #*+y* =121, 55 — 4y 4+ 17 =0.
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423. Gegeben ist der Kreis (z — a)? + (y — b)* =%

a) Die Gerade Lz 4 My -+ N = O sei eine Polare desselben.
Welches sind die Koordinaten des zugehirigen Poles?

b) Die Koordinaten einer Geraden seien u,, v,, welches ist die
Gleichung des zugehorigen Poles in Linienkoordinaten, wenn
die Gerade als Polare des Kreises betrachtet wird?
Beispiele.

a) (z — 5) + (y + 8) = 49, 2z 4y — 11 = 0.

b) 2?2 + y? — 142 — 4y — 5 =10, 10x + 9y — 107 = 0.
424. Die Gerade y=—=4x—T7 schneidet den Kreis 4? =102 — a?

in zwei Punkten. In jedem der Schnittpunkte sei eine Tangente
an den Kreis gelegt. In welchem Punkte schneiden sich die
Tangenten ?

425, Die Gerade y —b=tg p(z — a) sei Polare des
Kreises (z — a)? + (y — b)? =12 Wo liegt der Pol?

426. Die gerade Linie Lz + My 4+ N = 0 sei Polare be-
ztiglich des Punktes (a, b). Welches sind die Koordinaten des
zugehérigen Poles?

427. Gegeben sind zwei konzentrische Kreise

#? 4 y® = 58 und 2% + ¥ = 121.
Die Tangente am Punkte x, = 3, y;, << O des ersteren sei Polare
beztiglich des zweiten. Welches sind die Koordinaten des Poles?

428, Gegeben ist der Kreis & - y® =#%. Welches sind
die Koordinaten des dem Pole (x,, y,) konjugierten Poles, der auf
der Verbindungslinie des Mittelpunktes und des Poles liegt? Diese
beiden Pole werden kreisverwandte genannt.

429, Durch den Pol (z,, y;) sei eine Parallele zur Polare
beziiglich des Kreises #® 4 y? = #? gezogen. Welches sind die
Koordinaten des Poles dieser Parallelen?

430. Die Geraden des Biischels

L+ My + Ny + k(Lyx + Myy + N,) =0
mogen als Polaren des Kreises 2® -4 y* = +? betrachtet werden.
Welches ist der geometrische Ort der zugehérigen Pole?

431. Die Punkte der Geraden Lz - My -+ N = 0 migen
als Pole des Kreises 2? 4 y% = 7% betrachtet werden, Wie liegen
dis zugehorigen Polaren?
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432. Gegeben ist der Kreis (r — a)® 4 (y — b)? =%
Von dem Punkte P ist eine Sekante durch denselben gezogen.
Es ist nachzuweisen, dass die Strecke zwischen P und dem kon-
jugierten Pole durch die Peripherie des Kreises harmonisch ge-
teilt wird.

433. Gegeben sind zwei Kreise 22+-y?=1? und (z—a, )?-y?=r>.
Es sollen auf der Centrale derselben zwei Punkte bestimmt wer-

den, welche in Bezug auf jeden der beiden Kreise kreisverwandte
Pole sind.

Bestimmung der Gleichung eines Kreises aus gegebenen
Stiicken.

434, Die Koordinaten von drei Punkten in der Ebene sind:
Zyy Y1y %oy Y2, X3y Y. Welches ist die Gleichung des Kreises, der
durch diese drei Punkte hindurchgeht? Ist die Lage des Kreises
durch diese drei Punkte vollstindig bestimmt?

Beispiele.

a) 3 =0, ¢ =0,2=0,y,=12, z,=35, y;=—0;
b)x1=07 Y=0, 2, =0, 9, =1, 2y =5, Y3 = 3;
¢) 4, =10, 9, =9, gy =4, y, = — 5, 1, =0, y, = 5.

435, Welches ist der geometrische Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, welche durch die Punkte (z,, %) und (%, ¥,) hin-
durchgehen?

Beispiel. o, =5,y =38, 2, = — 17, y, = — 6.

436. Es ist die Gleichung eines Kreises zu bestimmen, der
durch die Punkte (%, %;) und (z,, y,) geht und dessen. Mittel-
punkt auf der Geraden Lz - My 4 N =0 liegt.

Beispiel
2, =10,y =19, &, =25, y, =2 — 36, 2y — 324 17=0.

437. Durch die beiden Punkte #, = 10, y, =— 4 und
Zy == 17, y, = — 3 ist ein Kreis zu legen, welcher den Radius
# = 13 besitzt.

438. Welches ist die Gleichung eines Kreises, der durch
den Punkt (z;, y,) geht und dessen Mittelpunkt in dem Schnitt-
punkte der beiden Geraden y = M,z - n,, y = M,z -} n, liegt?

Beispiel. o, =05, y,=06, y="Tx — 3, 4y — 32 =13,
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439. Wie lautet die Bedingungsgleichung, welche erfiillt sein
mufs, wenn die vier Punkte (wl’ ?/1)’ (.’172, ?/2)’ (ac3, 3/3)7 (”u :'/4)
auf der Peripherie eines Kreises liegen sollen?

440. Es soll durch den Punkt (z;,, u;) ein Kreis gelegt
werden, welcher die Koordinatemachsen beriihrt. Welches ist die
Gleichung désselben?

Beispiel. x, = 3, y, = 6.

441. BEs ist die Gleichung eines Kreises zu bestimmen, der
mit dem Radius » beschrieben auf der X-Achse ein Stiick = q, auf
der Y-Achse ein Stiick = b abschneidet.

Beispiel. # =17, a =3, b= 2,

442, Um den Punkt (»,, y,) ist ein Kreis zu beschreiben,
der von der Geraden Lz -+ My 4+ N = O beriihrt wird. Welches
ist die Gleichung desselben?

Beispiel. 2, =5, y, =3, 3z 4 2y — 10 = 0.

443. Gegeben ist die Gerade 4z + 3y — 70 = 0. Es soll
mit dem Radius » = 10 ein Kreis beschrieben werden, der die
Gerade in dem Punkte z, = 10, y, = 10 bertihrt. Welches ist
die Gleichung desselben?

444, Welches ist die Gleichung des Kreises, der durch den
Punkt 2, = 5, y, = 9 geht und die Gerade 42 -4 3y 4 3=0
im Punkte x, = — 3, y, = 3 beriihrt?

445. Mit dem Radius r = 13 soll ein Kreis beschrieben
werden, ‘der die Gerade 12« -} 5y = 144 beriihrt und durch den

Punkt x;, = 2, y, = 7 -+ 2 )/30 geht. Welches ist die Gleichung
desselben?

446. Es soll mit dem Radius r = J/130 ein Kreis be-
schrieben werden, der die Gerade 9x - 7y — 98 = O beriihrt
und dessen Mittelpunkt auf der Geraden 24— 5y — 65 =0 liegt.

447. Es sollen die Gleichungen der Kreisé gesucht werden,
welche sich im Punkte x, = 14, y, = 9 schneiden und von den
beiden Parallelen 8z - 11y = 220 und 8z -4 11y = — 150
bertihrt werden.

448. Es sind die Gleichungen der Kreise zu bestimmen,
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welche den Radius r besitzen und von den beiden Geraden y =M,
und y = M,z beriihrt werden.
Beispiel. y=1%2, y =4z, r =1"1.

449, Welche Kreise werden von den beiden Geraden
62+ 7y 4+ 9=0 und 72z -+ 6y 4+ 3 =0 beriihrt und zwar
von der letzteren im Punkte z, =3, y, = — 47?

450. Gegeben sind die Gleichungen von drei geraden Linien
26 —y=0, Ty — 52+ 8=0, 2 — 2y — 6 = 0. Es sollen
die Gleichungen der Kreise bestimmt werden, welche von der ersten
und dritten Geraden beriihrt werden, und deren Mittelpunkte in
der zweiten Geraden liegen.

451. Die Seiten eines Dreiecks entsprechen den Gleichungen
172 4 7y =55, T+ 17y = 161, v — y = 5. Welches ist
die Gleichung des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises?

452, Gegeben sind die Geraden 19z - 20y — 8 = 0 und
der Punkt ¢, = — 17, y, = —15. Es soll mit dem Radius r=7]130
ein Kreis konstruiert werden, beziiglich dessen die gegebene Gerade
Polare und der gegebene Punkt der zugehtrige Pol ist.

453. Gegeben ist der Kreis 2* -|- 4 = 65 und zwei Punkte
2 =3, yy=4 und 2z, =12, y, = — 5. Es sind die konju-
gierten kreisverwandten Pole dieser Punkte zu bestimmen. Ferner
ist nachzuweisen, dafs beide Paare konjugierter Pole auf der Peri-
pherie eines Kreises liegen, und die Gleichung dieses Kreises zu
bestimmen.

454. Durch den Punkt 2, = 11, y, = 4 ist ein Kreis zu
legen, zu dem die beiden Punkte z, = 15, y, =17, ;= 7,5,
Y3 == 3,5 kreisverwandte Pole sind.

455. Mit dem Radius r — }J/52 soll ein Kreis beschrieben
werden, der durch den Punkt x =9, y; = 3 geht, und zwar
soll derselbe so liegen, dafs die vom Punkte z, = 10, y, = 11
an ihn gezogene Tangente ¢ = 13 ist.

456. Mit dem Radius » = 7 ist ein Kreis zu beschreiben,
der von der Geraden y = x bertihrt wird. Welches ist die Gleichung
desselben, wenn die von x;, = 5, y, == — 3 an ihn gezogene Tan-

gente die L#nge ¢ = Vss -+ 42 ]75: besitzen soll?
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457. Gegeben sind die Gleichungen der drei Seiten eines
Dreiecks
#, ==axcos ¢ + ysing —p, =0,
, = x cos @y - y sin g, — p, = 0,
ity = & co8 @5 ~+ Y sin g3 — py = 0.
Welches ist die Gleichung des umschriebenen Kreises in homo-
genen Koordinaten?

458. Welches ist die Gleichung des Kreises, der sich dem
Fundamentaldreieck einbeschreiben 1ifst, in homogenen Koordinaten ?

Geometrische. Orter.

459. Welches ist der geometrische Ort fiir den Mittelpunkt
desjenigen Kreises, der mit dem Radius » beschrieben durch den
Punkt (z,, »,) geht?

460. Es soll der geometrische Ort des Mittelpunktes des-
jenmigen Kreises bestimmt werden, der mit dem Radius r; be-
schrieben den Kreis (x — a)? 4 (y — b)? = #* beriihrt.

461. Zwei Tangenten des Kreises (z — a)? 4 (y — b)* =1%,
welche den Winkel o einschliefsen, mdgen auf der Peripherie herum-
gleiten. Welches ist der geometrische Ort ihres Schnittpunktes?

462. Auf welcher Kurve liegen diejenigen Punkte, von denen
die Tangenten an den Kreis (z — a)® 4 (y — b)? =+ gezogen
gleich ¢ sind?

463. Die Grundlinie @ eines Dreiecks sei konstant. Welche
Kurve beschreibt der Scheitel des gegeniiberliegenden Winkels,
wenn die beiden anderen Seiten sich wie me:n verhalten? Welche
Gestalt nimmt das Resultat an, wenn m = n gesetzt wird?

464. Die Grundlinie @ eines Dreiecks ist konstant, die Summe
der Quadrate der beiden anderen Seiten gleich s®. Welches ist
der geometrische Ort der Spitze A4?

465. Es ist der geometrische Ort eines Punktes zu bestimmen,
der so liegt, dafs die Summe der Quadrate der Entfernungen des-
selben von # gegebenen Punkten (x,, ,), (%3, %s), (%3, Y5)**** (s Yn)
gleich einer gegebenen Grifse s® ist.
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466. Auf welcher Kurve liegen die Spitzen aller Dreiecke,
welche dieselbe Grundlinie ¢ und denselben Winkel an der Spitze
A haben?

467. Von einem Dreieck liegt die konstante Seite a fest,
die Seite b hat eine konstante Liinge und dreht sich um den links
liegenden Endpunkt von a. Welche Linie beschreibt der Halbierungs-
punkt der dritten Seite?

468. Gegeben ist ein Punkt P und eine gerade Linie G.
Es ist der geometrische Ort des Punktes zu bestimmen, fiir den
das Quadrat der Entfernung von dem gegebenen Punkte sich zu m?
wie die Entfernung von der gegebenen Geraden sich zu # verhiilt.
Beispiel. Die gegebene Gerade sei die X-Achse, die Koor-
dinaten des Punktes seien z, = 0, 5, = 7, ferner sei m =2, n==3.

469. Gegeben ist der Punkt (;, y,) und die gerade Linie
Lx 4 My 4+ N=0. Es ist der geometrische Ort desjeﬁigen
Punktes zu suchen, dessen Entfernung von dem gegebenen Punkte
mittlere Proportionale zwischen der Entfernung von der gegebenen
Geraden und der Strecke s ist.

Beispiel. 3z -4 4y 4+ 6 =0, 2, =0, y, =10, s=25.

470. Zwischen den Sghenkeln eines rechten Winkels bewege
sich eine Gerade von der Linge s. Welches ist der geometrische
Ort des Halbierungspunktes der Strecke s?

471. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises y* = 27z — #°
Von dem Koordinatenanfangspunkte sind Sehnen in den Kreis ge-
zogen, und jede derselben ist im Verhiltnis m zu » geteilt. Welches
ist der geometrische Ort der Teilpunkte?
Beispiele. a) ¥ =20z — 2, m =1, n=1;
b) 2 =26z —a’, m= 3, n="1.

472. In den Kreis y?> = 2rx — 2® seien vom Koordinaten-
anfangspunkte beliebig viele Sehnen gezogen und jede derselben
um sich selbst verlingert. In welcher Kurve liegen die Endpunkte?

473. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises y* - 2?=1"%
Auf jedem Radius desselben ist vom Mittelpunkte aus die Ordinate
seines Endpunktes abgetragen. Auf welcher Kurve liegen die
Endpunkte der Abschnitte?

Hochheim, Aufgaben a. d. anal, Geometrie. I 5
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474, Gegeben ist die Gleichung eines Kreises #? 4 y% =12
Auf jedem Radius desselben ist vom Mittelpunkte aus die Abscisse
seines Endpunktes abgetragen. Welches ist die Kurve, auf der
die Endpunkte der Abschnitte liegen?

475. Auf welcher Linie liegen die Mittelpunkte aller Kreise,
welche durch den Punkt (%, ¥, ) gehen und den Kreis 2® 4y =1"
rechtwinklig durchschneiden?

476. Es soll der geometrische Ort fiir denjenigen Punkt ge-
sucht werden, von dem aus die beiden Kreise 2 4 ® = #* und
(z — a)? 4+ (y — b)? = r> unter gleichen Winkeln gesehen
werden.

477. Es sind die Koordinaten eines Punktes zu bestimmen,
von dem aus die drei Kreise z? 4 4% =16, 2® 4 (y — 5)? =9,
(z — 72+ (y — 1) = 25 unter gleichen Winkeln gesehen
werden.

478. Auf einer Geraden liegen drei Punkte L, M und N.
Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, wenn L PM =M PN
sein soll?

479. Auf welcher Linie liegen die Schwerpunkte aller Drei-
ecke, welche iiber der auf der X-Achse festliegenden Sehne s dem

Kreise y® -+ 22 — 2y ]/72 — (25) = 0 einbeschrieben werden

konnen?
480. Uber der Grundlinie ¢ sind beliebig viele Dreiecke
konstruiert, welche alle in dem Winkel an der Spitze iiberein-

stimmen. Auf welcher Kurve liegén die Hohenpunkte dieser
Dreiecke?

481. Die Seite ¢ eines Dreiecks und der gegeniiber liegende
Winkel C sind konstant, die tibrigen Stiicke veriinderlich. Welches
ist der geometrische Ort des Mittelpunktes des einbeschriebenen
Kreises?

482. Gegeben sind der Kreis 2? 4 y? = +? und die gerade
Linie Lz 4+ My -+ N = 0. Der Pol P des Kreises moge auf
der Geraden fortriicken. Welche Linie beschreibt dann der kreis-
verwandte Pol?

483. Gegeben sind zwei Kreise K und K;. Der Punkt P,
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welcher als Pol beziiglich des Kreises K betrachtet wird, gleite
auf der Peripherie des Kreises K, fort. Welche Linie beschreibt
der kreisverwandte Pol? Die Centrale beider Kreise moge Ab-
scissenachse sein, der Mittelpunkt des Kreises K Koordinaten-
anfangspunkt. Die Gleichung des Kreises K wird also 2%} y%=1r?
die des Kreises K,(z — a,)® 4+ y® = »,? sein.

484. Wie gestaltet sich das Resultat der vorigen Aufgabe,
wenn die Peripherie des Kreises K, durch den Mittelpunkt des
Kreises K geht?

Kreise, welche durch zwei Punkte gehen.

485, Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise
K—=a"+y+ 42+ By+ C, =0,
K=o+ o + Ay + By + G, — 0.

a) Welches Gebilde entspricht der Gleichung K, + %K, = 0,
wenn man k alie moglichen reellen Werte erteilt? ‘

b) Welches ist die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises
K, 4 fK, = 0 in Linienkoordinaten, wenn die Gleichungen
der Mittelpunkte der Kreise K; und K, M,;==0 und M,=0 sind ?
486. Welches ist die Gleichung eines Kreises, der durch die

Schnittpunkte der beiden Kreise K; = 0, K, = O und durch den
Punkt (2, y,) geht?
Beispiele. a) K, =2 4 y* — 62 — 10y — 15 = 0,
K=o+ 9" + 20 4 4y 4 20 =0,
2y =0, 9y, = 0.
b) K, =2+ 4 — 4z — 14y 4 37 =0,
K, =2 4+ 9® + 165 — 26y + 220 = 0,
=—1,y =42

487. Gegeben sind zwei Kreise K, = 0, K, = 0. Es soll

mit dem Radius » ein Kreis beschrieben werden, der durch die

Schnittpunkte der gegebenen Kreise hindurch geht. Welches ist
die Gleichung desselben?

Beispiel. K, =+ y* — 65 — 2y — 26 = 0,
K, =49+ 20 — 4y — 11 = 0,
r =25,
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488. Gegeben sind die beiden Kreise K; = 0, K, = 0 und
die Gerade La 4+ My 4 N = 0. Es ist die Gleichung eines Kreises
zu bestimmen, der durch die Schnittpunkte der beiden Kreise geht,
und dessen Mittelpunkt auf der gegebenen Geraden liegt.

Beispiel. K, = a*+ 9 — 62z — 10y — 15 =0,

K=o+ + 20+ 4y+20=0,
52 — 3y — 7=0.
489. Durch die Schnittpunkte der beiden Kreise
K =24+9+ 4z — 14y — 68 =0,
K,=as"+y — 6 —22y4+30=0
ist ein Kreis zu legen, der von der X-Achse bertihrt wird.
490. Die gegenseitige Lage der beiden Kreise
o =1,
(o —af ot =n
ist aus den Konstanten 7, r, und @ zu bestimmen.
491. Unter welchem Winkel schneiden sich die beiden Kreise
22+ 92 =16 und (z — 5% 4 y* = 9?

Radikalachse und Radikalcentrum.

492. Welches ist die Gleichung der gemeinschaftlichen Sehne
(Radikalachse) der beiden Kreise K, = 0, K, = 0?
Beispiele. a) (x — 2)*4 (y — 3)% = 186,
(o 1y — 47 =25,
b) (& + 5+ (y + 6)* =9,
(& — 72+ (y — 11 = 16.
493. Wo liegt die Radikalachse zweier konzentrischen Kreise?
494. Welches ist die Gleichung der Radikalachse des Kreises
K=(@—al+y—0)l—r"=0
und des Punktes (a,, b,)? Welchen Winkel schliefst die Radikal-
achse mit der Polare des Punktes (a,, by) besiiglich des Kreises
K, = 0 ein?
Beispiel. 4+ 4+ 524 12y — 7=0,
ay = 17, b, = 11.
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495, Welches ist die Gleichung der Radikalachse der beiden
Punkte @, = 3, b, =5, und ay = — 4, by =17?

496. Welches ist die Gleichung der Radikalachse des Kreises
K = 0 und der geraden Linie L = 0?

497. Die Radikalachse des Punktes P und einer Geraden L
ist zu bestimmen.

498. Es soll der geometrische Ort eines Punktes gefunden
werden, von dem die Tangenten an die beiden Kreise K; = O,
K, = 0 gezogen sich wie m zu n verhalten.

499. Auf welcher Linie befinden sich die Punkte, von denen
sich gleiche Tangenten an die beiden Kreise K; = 0, K; =0
ziehen lassen? In welcher Beziehung steht der geometrische Ort
des Punktes zur Radikalachse beider Kreise?

500. Welches ist die geogetrische Bedeutung der Grofse &
in der Gleichung K, — kK, = 0?

501. In welcher Beziehung steht die Radikalachse der beiden
Kreise K, = 0 und K, = 0 zu den gemeinschaftlichen Tangenten
derselben?

502. Es ist zu zeigen, dafs sich die Radikalachsen von drei
Kreisen K, = 0, K; = 0, K; = 0 in einem Punkte (dem Radikal-
centrum) durchschneiden.

503. Woelches sind die Koordinaten des Radikalcentrums der
drei Kreise

(x— TP+ (y — 9" = 36,
(x4 8+ (y — 2)* =16,
@+ 4+ @+ 5)=09?

504. Von welchem Punkte lassen sich gleiche Tangenten an

die drei Kreise

a4y =4,

2 4y — 142 — 72 =0,

2+ y* + 6z 4 16y + 837=0
ziehen? Wie lang ist jede derselben?

505. Es ist die Gleichung des Kreises zu bestimmen, welcher
die drei gegebenen Kreise
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2?4 92— 142 — 18y -+ 94 = 0,
2?4+ 92+ 6z — 4y — 3 =0,
2492+ 8z 10y 4+ 32=0
rechtwinklig durchschneidet.
506. Gegeben sind zwei Kreise
2+ 9 — 224+ 6y — 15 =0,
a? 4 o® + 14z 12y + 81 =0
und der Punkt @, = 3, b, = — 7. Welches ist das Radikalcentrum
dieser drei Gebilde?

507. Es soll die Gleichung eines Kreises gefunden werden,
der durch den Punkt @, = — 5, b, = — 4 geht und die beiden
Kreise

w4y —4da— 6y + 9 =0,
24yt 6z —4z+4=0
rechtwinklig durchschneidet.
508. Es ist das Radikalcentrum des Kreises

2yt — 4 — 6y — 12 =0

und der beiden Punkte ¢, =3, b, = — 4, ¢y = — 5, by=—275
zu bestimmen.

509. Durch die beiden Punkte @, = — 4, b, = 3 und
ag = — 2, by, = — 3 ist ein Kreis zu legen, der den Kreis

Pyt —6x—T=0
rechtwinklig durchschneidet. Welches ist die Gleichung desselben?

510. Wie Lilst sich durch eine einfache Konstruktion die
Radikalachse zweier Kreise K, = 0, K, = O finden, wenn sich die-
selben weder schneiden noch beriihren?

Das Kreisbtischel.

Erkldirung. Alle Kreise, welche sich in zwei festen Punkten
schneiden, bilden ein Kreisbiischel.

511. Welches ist die Gleichung eines Kreisbtischels, wenn

die gemeinschaftliche Centrale aller Kreise mit der X-Achse, die
Radikalachse mit der Y-Achse zusammenfillt?
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512. Welche Werte mufs man der Konstanten % in der Gleichung
a4y — 2kx 4 fP=0
erteilen, um die Gleichungen der Punktkreise des Biischels zu erhalten?
513. Unter welcher Bedingung kann ein Kreisbiischel tiber-
haupt Punktkreise besitzen?
514 Es soll die Gleichung eines Kreisbiischels bestimmt
werden, wenn die Schnittpunkte mit der Radikalachse gegeben sind.
515. Gegeben sind die Gleichungen der beiden Punktkreise
des Biischels (z - ) + y°* = 0. Welches ist die Gleichung des
Biischels?
516. Gegeben ist die Gleichung eines Kreisbtischels
2 49y — 2kx + f2=0.
Es ist nachzuweisen, dafs der mit der X-Achse zusammenfallende
Durchmesser jedes Kreises durch die beiden Punktkreise harmonisch
geteilt wird.
517. Gegeben ist ein Kreisbiischel, welches der Gleichung
2yt — 2k + 2=0
entspricht. Es soll derjenige Kreis desselben bestimmt werden,
dessen von dem Punkte (x;, %;) aus gezogene Tangente die Gré(se ¢ hat.
518. Wie lifst sich nachweisen, dafs diejenigen Kreise,
welche alle Kreise eines Biischels rechtwinklig durchschneiden,
ebenfalls ein Kreisbiischel (das konjugierte Kreisbiischel) bilden?
Welches ist die Gleichung des konjugierten Biischels, wenn die
des urspriinglichen Bischels «® 4 »® — 2ka 4 f* = 0 ist?
519. Die Gleichung eines Kreisbiischels ist
a2 4y — 2kx 4 2 =0.
Wie liegen die Punktkreise dieses Btischels zu den Kreisen des
konjugierten Biischels? Welches ist die Radikalachse des kon-
jugierten Biischels?
520. Gegeben sind die Gleichungen von zwei konjugierten
Kreisbiischeln
@+ y* — 2kz + =0,
@+ y* — 2ky — f*=0.
Wie liegen die Polaren der Schnittpunkte des zweiten Biischels
beziiglich der Kreise des ersten?
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521. Gegeben ist ein Kreisbiischel
2y —2kx - f2=0
und der Kreis (x — a)® -+ (y — b)? =" Bs soll derjenige Kreis
des Biischels bestimmt werden, der den letzteren Kreis rechtwinklig
durchschneidet.

522. Wie liegen die Polaren eines Punktes (x,, y,) beziiglich
der Kreise des Biischels #? 4 y* — 2%z - f2 = 0?

523. Gegeben ist das Kreisbiischel #? 4 y* — 2kx 4 f2 =0
und der Punkt (%, %,). a) Welches sind die Koordinaten des har-
monischen Poles zu (x;, %) beziiglich des Biischels? b) In welchem
Verhdltnis wird der Abstand dieser beiden Punkte durch die
Radikalachse geteilt? ¢) Welcher Satz gilt von den Punkten, in denen
die Verbindungslinie der beiden harmonischen Pole von den Kreisen
des Biischels geschnitten wird?

524. Beschreibt man iiber den Abstinden harmonischer Pole
beztiglich eines Kreisbiischels Kreise, so bilden diese ebenfalls
ein Biischel. Welches ist die Gleichung desselben? In welchen
Punkten schneiden sich alle Kreise des letzteren Biischels?

525. Gegeben sind zwei Kreise

K =9+ 2" —2kz— f* =0,

K, =y + o 4+ 2k — f2 =0,
Bs soll ein Kreis bestimmt werden, der beide schneidet, so dafls
die gemeinschaftlichen Sehnen Durchmesser der gegebenen Kreise sind.

526. Auf welcher Linie liegen die Mittelpunkte aller Kreise,
welche zwei gegebene Kreise K,, K, so schneiden, dafs die gemein-
schaftlichen Sehnen Durchmesser der letzteren sind? (Sekundire
Radikalachse.)

527. Es ist zu zeigen, dafs die Kreise, welche die Peri-
pherien von K, und K, halbieren, ein Biischel bilden. Welches
ist die Radikalachse desselben?

528, Wie lifst sich nachweisen, dals die sekundiren Radikal-
achsen der drei Kreise

(6 — ) + (v — 0)F = 1,

(& — ag)® 4 (y — by)? = )%,

(@ — ag)® + (y — by)* =1y
durch einen Punkt gehen?
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H29. Gegebengsind drei Kreise
¥4 — 22— 9 =0,
¥+ 2?4 8z — 9 =0,
y? -+ 5® — 6y — 102 | 18 = 0.
Bs soll ein Kreis gefunden werden, der die gegebenen Kreise

so schneidet, dafs die gemeinschaftlichen Sehnen Durchmesser der
letzteren sind.

Gemeinschaftliche Tangenten zweier Kreise; Ahnlich-
keitspunkte, Ahnlichkeitsachsen.
530. Gegeben sind die beiden Kreise
Ko=@—a)l+@—0b)—nrn"=0,
Ky = (5 — @) 4 (y — )" — " = 0.
Welches sind die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten
derselben?
Beispiele.
a) K, = (@ — 11 4 (y — 9> — 16 =0,
K=@— 34+ @y—1— 4=0.
b) Ky=(z— 5P+ (y—8)"—16=0,
K,—=(z— 4?4y —9=0.
531. Gegeben sind die Gleichungen zweier Kreise
K =@—a)+@E—0)P—nrn"=0,
K= (z — @)’ + (y — b))’ — )" = 0.
Woelches sind die Koordinaten des #ufseren Ahnlichkeitspunktes
derselben? Welches die Koordinaten des inneren Ahnlichkeitspunktes?
Beispiel. K, = (x — 11)? 4+ (y — 3)* — 36 =0,
K=— 14+ (@y+17)°%—25=0.
532. Wo liegen die Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise K
und K,, wenn die Radien derselben gleich sind?
533. Wo liegen die Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise K,
und K,, wenn dieselben sich von innen oder von aufsen beriihren?
534. Gegeben ist der Kreis (z — a,)* + (y — b,)? =1r,®
und der Punkt (ag, b,). Welches sind die Koordinaten der Ahnlich-
keitspunkte beider?
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535. Wo liegen die Ahnlichkeitspunkte der beiden Punkte
(41, by) und (ag, b,)?

536. Gogeben sind der Kreis (x — @) + (y — b)? = n®
und die gerade Linie Az 4+ By 4 C = 0. Wo liegen die Ahn-
lichkeitspunkte derselben?-

537. Die Gleichungen der Mittelpunkte zweier Kreise sind
A4, =0, 4, =0. Wie wird der Abstand der Mittelpunkte durch
die Ahnlichkeitspunkte der Kreise geteilt?

538. Gegeben sind zwei Kreise

K== ) + (1 — W) —n* =0,

K, = (2 — )" + (y — )" — 1" = 0.
Durch die Punkte, in denen dieselben von den Polaren des dufseren
Ahnlichkeitspunktes geschnitten werden, soll ein Kreis gelegt werden.
Welches ist die Gleichung desselben? In welchem Verhiltnis wird
die Centrale der beiden Kreise K; und K, durch den Mittelpunkt
dieses Kreises geteilt?

-

539. Gegeben sind drei Kreise
Ko=@—a)+@—0)—r"=0,
Ky =(@— a2>2 + @y — b)) — ' =0,
Ky = (o — a5)’ +(y — by — > = 0.

Es ist zu zeigen, dals die drei #ulseren Ahnlichkeitspunkte der-

selben auf einer geraden Linie liegen. Welches ist die Gleichung
dieser Geraden (Ahnlichkeitsachse)?

540. Gegeben sind drei Kreise K; = 0, K, = 0, K; = 0.
Welche Lage haben die inneren Ahnlichkeitspunkte derselben zu
den Hufseren?

541. Gegeben sind drei Kreise
o® + y* = 16,
(v — 5) + y* = 81,
(0 — T + (g — 108 = 4.
Welches sind die Gleichungen der vier Ahnlichkeitsachsen derselben?

542. Zwei Kreise K; und K, werden von dem Kreise K; in
den Punkten P, und P, bertihrt. In welchem Punkte schuneidet
die Gerade P, P, die Centrale der beiden Kreise K; und K,?
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H543. Gegeben sind zwei Kreise K; und K,. Es soll ein
dritter Kreis K; konstruiert werden, der beide Kreise beriihrt und
zwar den zweiten im Punkte P.

544. Durch die beiden Kreise
K=@—a)+@—0)—nr"=0,
KBy=@—a)f+H—0b)—rn"=0

ist ein Biischel bestimmt, Es sollen diejenigen Kreise des Biischels

K, + kK, = 0 gefunden werden, deren Mittelpunkte die Ahnlich-
keitspunkte der Kreise K, und K, sind.
545. Gegeben ist ein Kreis
K=@@—al4+({Hy—0)—r’=0
und die beiden Punkte (x;, #,) und (%, y,). Welches ist die
Gleichung des Kreises, der mit dem Kreise K, die gegebenen
Punkte zu Ahnlichkeitspunkten hat?
Beispiel. K, = (z— 1?4 (y — 4)* — 121 =0,
# =15, y, =20, w, =19, y, = 36.
546. Gegeben sind der Kreis K, = x* + y* — r,2==0, der Punkt
P (a, b) und der Punkt P, (#,, 0). Es soll ein Kreis bestimmt
werden, der durch P geht, so dals P, #uflserer Ahnlichkeitspunkt
des gegebenen und gesuchten Kreises wird.
H47. Gegeben sind zwei Kreise
K=2a24y —r’=0,
K= (x — a)* 4+ 9* — r, =0.
Uber dem Abstande der Ahnlichkeitspunkte dieser beiden Kreise
als Durchmesser sei ein Kreis konstruiert. In welchem Verh#ltnis
stehen die Winkel, unter denen von den einzelnen Punkten der
Peripherie dieses Kreises die gegebenen Kreise erscheinen?
H548. Gegeben sind die beiden Kreise
E=@—a)+@—0b)—nr*=0,
K=z — ag)’ + (y — by)" — 1" = 0.
Uber dem Abstande der Ahnlichkeitspunkte dieser Kreise als Durch-
messer sei ein Kreis beschrieben. Wie liegen die Radikalachsen
dieser drei Kreise? .
549. Wie liegen die Polaren der Ahnlichkeitspunkte beziig-
lich der Kreise K, und K, zu der Radikalachse derselben?
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B50. Gegeben ist der Kreis K, und drei Punkte, welche
auf einer Geraden liegen, P;, P,, P,. Es sollen zwei Kreise K,
und K, gesucht werden, so dafs die gegebenen Punkte #ufsere
Ahnlichkeitspunkte dieser drei Kreise werden und zwar P, von K,
und K,, P, von K, und K,, P; von K; und K,.
K =(@x—38?%+(y—20?—25=0.
P)oy=—2,4y=—1% B)m=—28 y,=—6.
(Py) 23 = — 382, yg = — 28.

Das Taktionsproblem.

Das Problem des Apollonius fordert die Bestimmung eines
Kreises, der drei gegebene Kreise beriihrt. Da nun der Punkt
und die Gerade ebenfalls als Kreise anzusehen sind, n#mlich der
Punkt als ein Kreis mit unendlieh kleinem Radius, die Gerade
als ein Kreis mit unendlich grofsem Radius und unendlich fernem
Mittelpunkte, so besteht das Problem aus zehn einzelnen Aufgaben.
Zwei dieser Aufgaben sind bereits in 434 und 451 geldst. Die
iibrigen acht mogen hier Platz finden. Die Lage des Koordinaten-
systems ist fiir die folgenden Aufgaben so gewihlt, dals die Lo-
sungen sich in moglichst einfacher Weise durchfiihren lassen.

5H1. Es soll ein Kreis bestimmt werden, der durch die beiden
Punkte P, und P, gebt und von der Geraden G berithrt wird.

Beispiel. (P) 2, =0, 4, =2. (B) 2, =0, y, = — 2.
G=y—5x—T=0,
552. Durch die beiden Punkte P, und P, ist ein Kreis zu
legen, welcher den gegebenen Kreis K, beriihrt.
Beispiel. (P)a, =0, y,=38. (B)x, =0, y5=— 3.
K=@—4+@+3)—4=0.
H53. Welches ist die Gleichung eines Kreises, der durch

den Punkt P, geht und von den beiden Geraden G; und G, be-
rithrt wird?

Beispiel. (P)x, = 3, y, = 8.
G, =y=0 Gy=12y — 385z=0.
HH4., Gegeben sind: der Kreis K, die gerade Linie G, und
der Punkt P,. BEs soll ein Kreis bestimmt werden, der durch
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den Punkt P, geht und von der Geraden G, und dem Kreise K,
beriihrt wird.

Beispiel. K, =2+ (y — 6)2 — 9 =0.
Gi=y=0. (P)o, =25,y =2
555. Durch den Punkt P, soll ein Kreis gelegt werden,
welcher die beiden Kreise K, und K, beriihrt.
P)e,=0,9=0; K, =(y — ) +2*—r2=0,
K=@— e+ y—0b)>—nrn"=0
556. Es ist die Gleichung eines Kreises zu bestimmen, der
die beiden Geraden ; und G, und den Kreis K, bertihrt.
G, =y =0, G, = wcosp, + ysing, — p, =0,
K=o+ (y — ) — 2 =0,
55T7. Gegeben sind die Gerade G, und die beiden Kreise

K, und K,. Es soll ein Kreis bestimmt werden, der die Gerade
und die beiden Kreise beriihrt.

G=y=0,K =24 (y —b) —nr* =0,
E=(@— 6+ H—>b)—r’=0
Beispiel. Gy =y =0, K, =24+ (y — 3)’ — 4 =0,
E=@—5"4+@kH—2%—1=0.
558. Es soll ein Kreis gefunden werden, der die drei Kreise
K=@—a)l+(y—0b)—r=0,
K, = (@ — @) + (y — by — ryf =0,

K=@—a)l+@H—0))—r=0
beriihrt.

Beispiel
K=da4 9y —1=0,
K=2+@—5—9=0,
By=(@x—3)0+ @y —38°—4=0.
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1—3. Einfache Konstruktionen.
4. Die gesuchten Ordinaten sind:

a) y=—1, b) y=11
5. Die Koordinaten der Punkte sind:
a) x=2, y = — 1. b) a=—9,y=—5.
¢) =4,y =3; L= —2, y,=29.
Doyp=—1,9=—12, 5 =1, g, =12,
By =—4, Yg=—3, x,=4, y,=3.

6. Die Anzahl der Punkte ist gleich pg.

1. Die Koordinaten der Punkte auf den Achsen sind: (4- @, 0),
(0, =4 a), die des Koordinatenanfangspunktes: (0, 0).
8. Die Koordinaten der Ecken des Quadrats gind:

s s s s $ s $ s
D5+ ) o -+ 7 3

$ . = 8§ = 8./= $ /=
Y e ey
9. Sind die Koordinaten des einen Punktes (x,, y,), so sind

die des anderen (— =, — ¥;).
10. Die Koordinaten der Ecken des reguliren Achtecks sind:

s s s s s s s s
v = [ = rf —sy—— b — ]
a) % 2 2 7 2 T z 2
— 3“,—-;— , _i,-——f"—m g,_—s—,
T
i 2to — Z
2tg8 g3 2tg8
s 8
n’ 2
2tg —
tg8
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— y O scos —rscos— |» 0, —— |
b) . W ! 8 8 T om
2sin — 2810 —
8 8
b7 T s P/ b7
—8cos —18¢08 — \» [ —— 30 }» | —scos — —scos = |»
8 8 e T 8 8
: 2sin —
8
s
0, = ' s cos — s 008 =
. ® —y — -
2sm—é 8 8

11. Es ist d = V(e, — 2,)* + (v, — 95)*
Beispiele. a) 10. b) 13. ¢) 2.7/ 229.
12, Man findet

d =V (2, — 2,)* +(9—91)*+2(2s — 2,) (9 —yy) 05 60°=12,1243.

13. d=1Vr?+ r,® — 2r;r,ycos (g, — ;) = 34,077.

14. Man findet zwei Punkte, deren Koordinaten

(01 Y —I—VW), (O» Y — de———_"’gl—z)

sind. Dieselben sind reell, wenn d?> z,?, sie fallen zusammen, wenn
d? = x,% sie sind imaginir, wenn 4 < z,? ist.

15. Die Bedingung ist (#, — 7)* 4 (3, + 2)? = 121, oder

2?4 y? — 14z, + 4y, — 68 =0.
16. 26z + 8y + 93 = o.
17. Man erhilt

5 = V(% — a5)’ - (9 — 95)% = V(-'”s — &) + (s — )%
3 =V(”1 — @)’ + (4 — %"
Beispiele. a) s,=10)10, s, = 39, 53 = VZLE
b) s, =1/949, s, — /185, s, =/ 866.
18. s, = V41, s, =185, s, =2V89, s, =}/ 410,
d,=9V2, dy =V 613

19. Es ergeben sich zwei Punkte, deren Ordinaten 2 und
— 8 sind.

20. o = My =My _ nyy + my,

n—4m r Y n - m
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Es existieren also im allgemeinen zwei Teilpunkte, von denen der
eine auf der Strecke selbst, der andere auf der Verlingerung
derselben liegt. Ist m = %, so liegt der zweite Teilpunkt in der
Unendlichkeit.

Beispiele.
a) x =10, y = 1,5; /=, y'= .
b) x=4, y=0; o = — 16, y = 12.
©) = — i, y =T} o/ = 164, y = 31%.

21. Die Koordinaten der Halbierungspunkte der Seiten sind
(5, — 2), (24, — 64), (3, 1), die des Schwerpunktes (2%, —23).
22. Die Koordinaten des Schwerpunktes sind (%, 5%). Die
Entfernung desselben von der zweiten Ecke betrigt %V—2-57, vom
Koordinatenanfangspunkte 4}/ 293.
23. Der zweite Endpunkt besitzt die Koordinaten xz, = 6,
Yo = 28.
24. Die gesuchten Punkte besitzen die Koordinaten (4, 8)
und (8, 0).
25. Der vierte Eckpunkt des Parallelogramms hat die Ko-
ordinaten (13, — 1).
26. Die Koordinaten des Teilpunktes sind (73, — 31%).
27. Sind (2, ¥,), (% ¥p), (%3, ¥s) die Koordinaten der Ecken
des Dreiecks und wird die Verbindungslinie der beiden ersten
Punkte im Verhiltnis m zu » geteilt, so sind die Koordinaten des
gesuchten Teilpunktes
y o 4 & may) +p (0 + m) 7y
(v +m) (2 + ») ’
y— g (ny, + mys) 4+ p (0 4 m) ys
(n + m) (g + »)
28. Man setzt in diesem Falle s =a + 5, y=y" 4+ 4
und erhilt so y = 52”4 15.
29. %+ y* = 25.

30. Es seien (siehe Fig. 1) X, Y die urspriinglichen, X;, ¥;
die neuen Achsen. Wir bezeichnen OA mit z, P4 mit y, OC




mit #,, PC mit y,, dann ergeben

Y sich unmittelbar nach der Figur
folgende Relationen:

\ #=0B—F(C=u,cos e —y, sine,

y=BC(C+FP=z,sina -}y, cose.

FLAC— Algo nimmt die gegebene Rela-

! - tion, sobald sie auf das neue

Achsensystem bezogen wird, die
Gestalt an

¥y sin @ 4 y; cos @ == f (2, cos @ — ¥, sin a).
Beispiele.
a) 9,° + 2%y, + 202,% sin & 4 2az, y; cos @ = 0.
b) #,* — y,* — zy, + 22, = 0.
o

31. xlyl = - "'2_.

32. Der Drehungswinkel ist = 58° 16’ 57",
33. Es ist tg « = %, demnach C o = 54° 27" 44,3”,
¥ e 34. Bezeichnet man die ur-
\\ ya /ﬁ r spriinglichen Koordinaten des
\ / ! Punktes (P) 04 und PA mit
xz und y, ferner die Koordi-
naten desselben Punktes in Be-
: zug auf das neue System OF
Fig. 2. mit z,, PF mit y,, so er-

geben sich leicht mit Hilfe von Fig. 2 die Transformations-
formeln:

PSR U TS N
2cosg—t 2sinf 2cos-7—‘ 2sin-7-v
8 8 8 8

Beispiel. >4 y,®+ 8,9, = 0.
35. Die Transformationsgleichungen sind:

Y%

x=2a — ¥y, cot 60°, y = i 600

Beispiel. 7x® -4 52, — y2=o0.



36. Man findet mit Hilfe Vg,
von Fig. 3

%= 0B =04+ FD
y=PB=PD-+ FA

und daraus nach mehrfacher
Anwendung des Sinussatzes

~jo 4 B

! sin (¢ — p) + ¥y, sin (¢ — (ﬁ—l—y})’

sin o« sin o

_&ysiny oy sin(ﬁ—l—y).
sin o sin o

37. b} x, sine -y, cos e =f(a+ » cos « — ¥, sin a).
Vergl. die Losungen der Aufgaben 23 und 30.

Beispiel. Y2z, — 8 =0.
38. Durch Verschiebung des ur- |y~ Y
spriinglichen Koordina.tensystems er-
hilt man zunsichst fxy)
ny
h+ =9+ a). t%//
Da ferner y, == g sin (8 4 «) und pE » =4y
%, == o cos (& + «) ist, so ergiebt o r
sich Fig. 4.
esin(® 4+ o)+ b =g (o cos (¥ + o) + a).
5
Beispiele. 1) o=
4 sin? 2
sin’ o
49
2 __ .
2e cos 29

3) of = ¥® cos 249.

39. Die Transformationsgleichungen sind folgende:

. Kl
—_— 'l/ 2 I 2 sin ¢ = ———»
0 & ¥, . -sz ’ 92
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008 & = ——o e, tg&=2,

Vit + o2

x
& = are (tg = %)

&
Beispiele. 1) ]/w2 + ¥ = o arc <tg = %)
3
2) (@ +9")" = 2kay.
3) 2%+ y®— Bkay = 0.

Die gerade Linie.

40. o) A ist die Tangente des Neigungswinkels der Geraden
zur X-Achse, b das Stiick, welches die Gerade auf der Y-Achse
abschneidet. — @) p ist die Strecke, welche von der Geraden auf
der X-Achse, ¢ die Strecke, welche von derselben auf der Y-Achse
abgeschnitten wird. — ) p ist die Liinge des vom Koordinaten-
anfangspunkte auf die Gerade gefiillten Lotes, ¢ der Winkel, den
dieses Lot mit der X-Achse einschliefst. — d) (a, b) sind die Ko-
ordinaten eines bestimmten Punktes der Geraden, ¢ der Winkel,
unter dem die Gerade zur X-Achse geneigt ist,

41. Beispiele. 1) Die Gerade liuft der Y-Achse parallel
und schneidet auf dem positiven Teile der X-Achse eine Strecke
gleich @ ab. — 2) Die Gerade fiillt mit der ¥-Achse zusammen. —
3) Die Gerade liuft der ¥-Achse parallel und schneidet auf dem
negativen Teile der X-Achse ein Stick gleich b ab. — 4) Die
Gerade liuft der X-Achse parallel und schneidet auf dem posi-
tiven Teile der Y-Achse eine Strecke gleich 2 ab. — 5) Die Gerade
liuft der X-Achse parallel und schneidet auf dem negativen Teile
der Y-Achse die Strecke 7 ab. — 6) Die Gerade geht durch den
Koordinatenanfangspunkt und schliefst mit der X-Achse einen
Winkel von 45° ein. — 7) Die Gerade geht durch den Koordinaten-
anfangspunkt und schlielst mit der X-Achse einen Winkel von
185° ein. — 8) Die Tangente des Neigungswinkels der Geraden
zur X-Achse ist = §; die Gerade geht durch die beiden Punkte
(0, 0) und (4, 5). — 9) Die Gerade ist die Verbindungslinie der
Punkte (0, 0) und (— 3, 7). — 10) Die Gerade schneidet auf
dem positiven Teile der Y-Achse die Strecke @ ab und ist gegen
die X-Achse unter 45° geneigt. — 11) Die Gerade schneidet auf
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dem positiven Teile der Y-Achse eine Strecke gleich 7 ab und
schlielst mit der X-Achse einen Winkel ein, dessen Tangente
gleich § ist. — 12) Die Gerade geht durch den Punkt (0, — 9)
und ist der Verbindungslinie der Punkte (0, 0) und (3, 1) parallel. —
13) Die Gerade geht durch den Punkt (0, 3) und schliefst mit
der X-Achse einen Winkel von 135° ein. — 14) Die Gerade geht
durch den Punkt (0, —11) und ist der Verbindungslinie der Punkte
(0, 0) und (4, — 1) parallel. — 15) Die Gerade schneidet auf dem
positiven Teile der X-Achse die Strecke 6, auf dem negativen Teile
der Y-Achse die Strecke 7 ab. — 16) Verbindungslinie der Punkte
(— 3, 0) und (0, 5). — 17) Verbindungslinie der Punkte (—11, 0)
und (0, — 3). — 18) Das Lot vom Koordinatenanfangspunkte
auf die Gerade gefillt ist = 5 und schliesst mit der X-Achse
einen Winkel von 45° ein. — 19) Die Gerade geht durch den
Punkt (3, 5) und ist der Verbindungslinie der Punkte (0, 0) und
(8, 2) parallel. — 20) Die Gerade geht durch den Punkt (12, — 6)
und ist gegen die X-Achse unter dem Winkel «==150°15" 19" geneigt.

L
42. )(-g o= — 1!—1
Beispiele. a) tg o =4, X o = 59°2 107
b) tg e = — %, < o= 147°31" 44",

43. Wir setzen k(Lz+ My -+ N)=xcosp 4 ysing —p=0.
Daraus folgt: kL = cos ¢, kM = sin ¢, kN = — p. Der Wert
von k ist sonach=~—% . Das Vorzeichen der Quadrat-

+VIP+

wurzel ist so zu wihlen, dals die alleinstehende Konstante
negativ wird.

Beispiele. a) — 3z — 4y =1%
oder % cos 233° 749" - y sin 233° 77 49" = %;

b) 1w+ 5y =2

oder % cos 22° 37" 11" - y sin 220 37" 11" = 2.

44. Die Gleichung der Geraden ist

)

— Y
y—y1=52—_~_—;i(w—x1)

Yo — U x_l_?/r’”z"' Y221

oder Y ==
Xy — X, Ly — @y
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Beispiele. a) y =2z — 8; p = %5
b) 8,7y + 28x — 58,7 = 0; p ==176%%:—ZT-9;
)
2,94
C) 174y - 2,1% - 2794 = 0; b= . :
Veat

45,

46. a) y+32+44=0, 5y—3x—34=0, 2y —32r—1=0.
b) 9y + 132 —181,2 =0, 71y 31z — 1048 =0,
97y — 3x — 197,6 = O,
47, Ty+118—47=0, 13y-+382—99=0, y—16x-+5=0.
- 48. Die Gleichungen der Seiten sind:
y=5bwx, 6y 4+ 52— 85=0, y=23x — 21, y = — {ux;
die der Diagonalen:
y=0, 3y + 142 — 29 = 0.

49. Die Gleichung der gesuchten Geraden ist

y__y3=”?/1+ myy — ys (m—=4n)
na, + may — 5 (m - n)

g= ny; + mys — ys(m+ ")w_l_”(‘”l Ys — @) + m (25— 255) ;

nas g — ey )T iy o may — ()

Beispiel. 79y — 39z - 200 = 0.

50. Die Gleichungen der Verbindungslinien sind:

9y -} 62 — 85 =0, 21y — 90z 4+ 301 =0,
27y + 24z 4+ 43 =0, 3y — 125 — 5 =0.

H1. Die Gleichung der Geraden, welche durch die beiden

Punkte (z,, y,) und (x,, ;) geht, ist
?/'—?/1=H(x_”1)-

Soll der dritte Punkt auf dieser (Geraden liegen, so miissen auch
die Koordinaten (x;, y;) der Gleichung gentigen, d. h. es mufs
Yy (@, — @) + gy (w5 — @) + y5(2, — @) = 0 oder

Y1 Y2 Ys
%, %y %3 | =0 sein.

111

== 1.

|8
SIS

(#— 2;) oder
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52. y—y, =tgo @@ —a)

Beispiele. a) y — )3 — 74+ 23 =0;
b) y — o — 14 = 0;

¢) 3y+=zY3+12—13)Y3=0.
53. y=§ tF 25 V3

54. y = 2,355853 - + 0,34.

55. Y A
8(2 _—I:V2)+ 10 (2 F V2)
Yy x5 _

56. I4+g=—1

5. y—y = e, :l-“?—"_?/; (x — =)

Beispiel. 11y — 6x -+ 20 = 0; 31y — 6x — 20 = 0.

58. Bezeichnen wir }z,2 + y,2 — p? mit d, so erhalten wir
als Gleichung der gesuchten Geraden

Px1+d?/1+ "/1_ px1+¢_z_fq_1 —p.
2 + 9,° 2 + y,®
Bs ergeben sich zwei reelle Gerade, wenn x,% 4 y,2 > p? eine,
wenn x,% 4 y,% = p? ist.
Beispiele. a) 43z -4 /2376 y = 455 und

342 + /3069 y — 455;
b) 3y — 4z = 25.

yn xm
59. =1
A CE=D R R
o x
Beispiele. a) ﬁ 10 =1
5z
b) 3 "33 — L

60. 1) d=y1smq>—|—x1008go—-p;
Yo — Ma, —n,

D=
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9%, + py, — p4,

3) d—‘=‘ e ———— |
Ve + ¢

4) d = Lx1+Mf‘/1+N‘
VI m?

Der Abstand ist positiv zu nehmen, wenn der Punkt und der
Koordinatenanfangspunkt auf derselben Seite der Geraden, negativ,
wenn beide Punkte auf entgegengesetzten Seiten der Geraden liegen.

Beispiele. Die absoluten Lingen der Lote ohne Riicksicht
auf das Vorzeichen sind:

a) $V10; b) %15/—@; ¢) 1,6; d) V85; e)o.

61. Bezeichnen wir die Hthe des Dreiecks, welche durch
(%1, 9,) geht, mit %,, das Lot vom Koordinatenanfangspunkt auf die
durch (%, 9,) und (w3, y;) gehende Seite mit %, w. s. f., so er-
halten wir
L k

y hy = )
V(xz — @) 4+ (Y — 95)° V(xs — )"+ (.7/3 — )
k
hy = )
V(% — )+ (y, — ?/2)2
wo k=, (yy — ¥5) + 22(y5 — v0) + 25(9, — ¥y) ist, ferner

hy =

B o— ZoYs — X3y B — TglYy — Y3
1 T 2 2, g = 2 2’
V(”z — a3)* 4 (Yo — Y5) V(xs —a )+ (95— v1)
By — T1Ys — %Yy .
V(% — #,)" + (v, — %)
Beispiele.
o5 VITE __
2 by —= 21/40_, k2=991/520, — 198
45 260 V97
’ e ’ 520 , 4
b =% 1/405, h2=21g:20, h3=V-—9%-
8 1/386 47/356 8 /202
D) h="qg3 0 m=Tgg h="Tor
,__100)/386 ., 617/356 ,__ 347202

’ 7

1= T{o3 2= 178 5= 7101
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62. Die Abstinde der beiden Geraden vom Koordinaten-

1 7
anfanespunkte sind —— und ———- Da der Koordinatenanfangs-
&P V82 V82 &

punkt zwischen beiden Geraden liegt, so ist der gesuchte Abstand

4V82

beider G =
eider Geraden yE)

63. Bezeichnet man die Gleichung der gesuchten Geraden
mit y = Mz - n, so sind die Werte der Unbekannten M und »
bestimmt durch die Gleichungen y, = M, -7 und d=‘1”2——~_Mé“‘__:@-
V1 + m?
Im allgemeinen ergeben sich demnach fiir jede der Unbekannten
zwei Werte, es werden also zwei Gerade der Anforderung gentigen.

Beispiele. a) 8y — Te — 14 =0, Ty + 8z — 97 = 0;

b) 83y — 7x — 15 =0, Ty + 32 — 93 = 0.

64. Man erhilt zwei Gerade, welche der Anforderung ge-

ntigen. Die Gleichung der ersten ist

Y — Y z +?/1(5”3 - “’2) - w1(.7/3 - ?/2);
Xy — Ly Xy — @,

Y

die beiden Punkte (x,, v,) (23, ¥;) liegen auf derselben Seite
dieser Geraden. Die Gleichung der zweiten ist
_Y%tu—2y x _I_‘.%(% + 23— 22) — 2, (% + v — 291) :
Xy 25 — 22, Xy + 45 — 2y
die beiden Punkte liegen auf verschiedenen Seiten derselben.
Beispiele. a) 6y — 2 — 59 =0, 2y — 18z + 69 = 0;
b) 7y -+ 8z —19=0, 3y 4 162 + 17 =0,
.y HVE Qs T My )
VL + M — LM
66. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind:

Y

Bestehen zwischen den Konstanten die Relationen

LM, — LyM, =0, LN, — L,N; =0, M;N; — M,N, = 0,
so wird # = y = §. Die beiden Geraden fallen dann zusammen.
Man erhilt in diesem Falle die Gleichung der einen Geraden aus
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der der andern durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor.
Ist nur Ly My — Ly M, = 0, so liegt der Schnittpunkt in der
Unendlichkeit, d. h. die beiden Geraden sind parallel.
Beigpiele.
a) x=5 y=1T; b)z=— Y = 24;
©) =14} y = 53§; d) o = — 14%, y = — 34fr
67. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind:

— (Y123 — Yp1,) (20 — 25) — (Y4 — Ya25) (%3 — 2,)
»(?/4 — y3) (2 — &) — (w, — 23) (Y — .7/1)

— 1% — 952) (Ys — Ys) — (Y524 — Yas) (4 — ¥) .
s — 95) (%, — &) — (g — #3) (9o — %)

Beispiel. z=—1, y = — 32

?

Y

68. Beispiele.
a) ;= 15§, y, = — 22§; @, = — 94, y, = 24;
Zg =T, yg = 9.
b) z, = 114, Yy = — 24%; @ = 4144, yp = — 10}4;
Ty = 1248, y; = 64
69. a) Die Gleichungen der Schwerpunktstransversalen sind:
2—4=0, 3y+ 195 — 78 =0, 3y —4s+ 14=0;
b) die Koordinaten des Schwerpunkts: #’ — 4, 3 = 3,

c) die Abstinde des Schwerpunkts von den Seiten des
Dreiecks:

dy =34 V29, dy = 2% V82, dy = 4 V19T
70. Die Lingen der Seiten sind:
s, =2V10, s, =234, s, — 4/13;

die Lingen der Hohen:

— 18
h1=158-‘/ﬁ1 h2=4}§/V341 h3=%—g'

71. Man findet die Bedingungsgleichung dadurch, dafs man
aus zwei der gegebenen Gleichungen z und y berechnet und die
gefundenen Werte in die dritte Gleichung einsetzt. Dieselbe ist

Ll(Mst"‘M3N2)+L2(M3N1 ”M1N3)+L3(M1N2_'M2N1)=O,
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Ly Ly L
oder | M, M,M; | = 0.
N, N; Ny
a) A, (by — by) + Ay(by — b;) + A3(b; — b)) = 0.
72. Die Gleichungen der Mittellinien sind:
y(zy + w5) — 2y = 03
y(@5 — 223) — wy; + mys =0,
y(22; — @y) — 2wy; + 795 = 0.
Da die Determinante der Konstanten
Xy g g — 22 2% — Xy
— Y Y — 293
0 Z2Ys Z2Ys
gleich Null ist, so gehen die drei Geraden durch einen Punkt.

D1Ds
9192
74. Die Koordinaten der Eckpunkte sind:

@ =34 =11 %=17p % = 4’

g = — 91, ys = H; @ = 27p ¥y = — 21L;
die Gleichungen der Diagonalen:

28y +x — 18 =0, Ty + 492 — 82 = 0;

die Koordinaten des Durchschnittspunktes derselben:

73. a) 4, = 4,, b) —o.

w5 = 1%, Y5 = #.
75. Die Lingen der Seiten sind:
s =27V17, 32=2]/5_, 33=5V§, s4=]/ﬁ;

die der Diagonalen: d, = V~LT9, dy =15 Ve.

76. Die Koordinaten der Eckpunkte sind:
=1, y==5; @,="1, y2=0; Ty=4, Yyy=—29; x,=0, y,=0;
wy=—10%, yy=—52%; wy=—47, Y=97r;
die Gleichungen der Diagonalen:
8y 14z — 29 =0, y = 0, 62y — 600z — 3045 = 0.
Die Halbierungspunkte der Diagonalen liegen auf einer Geraden,
deren Gleichung y — 22 -} 7 =0 ist.
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77. Bezeichnen wir das gesuchte Teilungsverh#iltnis mit %&

und die Koordinaten des Teilungspunktes mit z, y, so ist
x=nx1—|-mw2, y=".7/1‘|"my2,
n -+ m n -+ m
zwischen den gegebenen Punkten liegt, dagegen
no —mzy oy — myy
n— m n— m

wenn der Schnittpunkt

&L= » wenn sich derselbe auf der

Verlingerung der Verbindungslinie befindet. Da z, y zugleich der
Gleichung der gegebenen Geraden geniigen miissen, so ergiebt sich
im ersten Falle
m L+ My +N ., m Ly +My + N,
ol Lx2+Mg/2—[—N, im zweiten P Lx2+My2+N’
m m
a) =1 b) =1
78. Da die Verbindungslinie der beiden ersten Punkte der
Gleichung
UV R WO
Yy —Y% PR— (# — =)
entspricht, so findet man leicht (vergl. Los. 77)
m__ Yo (g — @5) + 95 (w5 — @) + v3(2 — ) |

n Yo (@ — x0) + %o (@8 — =) + Yo (2 — )
Beispiel. % = 5.

79. Nach der Losung der Aufg. 77 findet man

A€, Lz, + My, + N B4, Lz, + My, + N
ﬁ=_LW2+M?/2+N’ A,_C=_Lac3+My3—|—N’
CB1____L903+M?/S+N_
B4 Lz, + My, + N
Durch Multiplikation ergiebt sich
ACI-BAI-OBI=__ 1
C,B-4,C-B A ’

80. AA,-BB,-CC,-DD, — A,B-B,C-C,D.DA.

81. Nach dreimaliger Anwendung der Losung von Aufg. 78
und Multiplikation der gewonnenen Resultate findet man

AC,-BA,- OB, = BC,-CA, - AB,.
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82. Es ist
Y1Y2Ys
2J =y, (2, — @3) + 95 (25 — @) + 93 (2, — @) = | w25,
111

Die geometrische Bedeutung der in der Losung von Aufg. 51
gefundenen Formel ist sonach: Drei Punkte liegen in einer ge-
raden Linie, wenn der Inhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks
gleich Null ist.

Beispiele. a) 26 0; b) 97,5 0; ¢) 96,5 0.

2 ——
83. J = fz V.

84. Berechnet man aus den Gleichungen der Seiten die
Koordinaten der Ecken und setzt dieselben in die Inhaltsformel
(s. Los. 82) ein, so erhilt man
o J = {Ll(M2E3“M3N2)+L2(M3N1'_M1Ns)+L3(M1N2—M2N1_)_}_2‘
. (L1 M,— L, M,) (L2 My — Ly Mz) (Ls M, — L1M3)

Drei gerade Linien schneiden sich -in einem Punkte, wenn der
Inhalt des von ihnen gebildeten Dreiecks gleich Null ist.

Beispiele. a) 36 OJ; b) 32,2 [,

85, J = 10,5 0.

86. J = 1877,625 1.

87. J=73(33 —V3) O =172,95848 .. 0.

88, Jy:d,=T:12. ‘

89. Die Koordinaten der Halbierungspunkte der Seiten sind:
x1’ =2, y1, = — 3%; xz, = — 7, y2, = — 2§; ws, = — 374y,
Y5 = 2§;
demnach der Inhalt des eingeschriebenen Dreiecks gleich 4% [I.

90. Die Koordinaten der Teilpunkte sind:

2/ =6,y =65 0 = — 4,y = 1}; z =1, y;’ = 9%;
demnach der Inhalt des Dreiecks gleich 184% L.

91. Sind (2, ¥,), (%s, ¥s), (23, ¥;) die Koordinaten der
Ecken des gegebenen Dreiecks, so ist der Inhalt des Sechsecks

o (2 — %) 9o (w5 — @) + 95 (7, — m) }.
Beispiel. J =28%0.

Hochheim, Aufgaben a. d. anal, Geometrie. I. B. 2
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92, Der Inhalt des Parallelogramms ist gleich
Zri—fg {(b1 by + bg by) — (bl by + by b3)}-

Beispiel. J =56 .

93. Die beiden durch den Koordinatenanfangspunkt gehenden
Geraden bilden mit jeder der beiden Parallelen ein Dreieck. Die
Differenz der Inhalte der Dreiecke ist gleich dem Inhalte des
Trapezes

=1 K:M?, — M) (ny® — ”12)'
(3, — M) (M — IL)

Beispiel. = 5947 O

94. Ziehen wir zwischen dem ersten und dritten Eckpunkte
die Diagonale, so ist der Inhalt des Vierecks gleich der Summe
der Inhalte der Dreiecke, in welche dasselbe durch die Diagonale
zerlegt wird.

T =4y, (0 — @) + 9o (15 — 21) + 95 (2, — @) + 91 (w3 — )
+ s (0 — ) + 94 (2 — 25)}
= 3 {yy (s — @) + 95 (25 — @) + 95 (0, — 25) + 9 (1—25)}
4T Y Y Y
=13 Xy — Xy Ly — Xy ’
Beispiele. a) 59 0. b) 51,5 [,
95. Die Koordinaten der Halbierungspunkte der Seiten sind:

v =45, y, =4 Ty =8, Yy = 1; 23 = 4, y; = — 2,5;
2, = 0,5, y, = 0,5;
demnach der Inhalt des eingeschriebenen Vierecks gleich 24,25 [J.
96. Der Inhalt des Fiinfecks ist

J_%{%xz @y @y | xaxﬂ x4m5}+ x5x1!}

5 |

Y1 Ye Y2 !/3' Y3 1’/4l Ys ?/5) Ys Y |
= 68 [,

97. Die von dem Viereck abgeschnittenen Dreiecke betragen
zusammen % des Inhaltes des Vierecks, demnach
Y —Ys Yo — Ys

—_ _1
Js= 1%
Ly — By Ty — Ty

Beispiel. 3748 0
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98. Zieht man von der Ecke (z,, %,) die (n—3) Diagonalen,
so ist der Inhalt des n-Ecks gleich der Summe der Inhalte der (n—2)
Teildreiecke. Es ergiebt sich demnach
Tn=4 {1 (2, — 25) + 15 (5 — 1) + 95 (2, — @)

+ (s — ) + 95 (2, — 1) + 9, (2 — 2)

+ 4y (Tnt— @) A It (@0 — ) < Y () — )}

oder
=4{y (rg—20) s (05— 1) F95(rs—2p)+ -+ (B —201) }.
99. Die gesuchte Gleichung ist
Lz + My + N, + & (Lyw + Moy + Ny) = 0,
in der die Konstante % jeden beliebigen Wert besitzen kann. Setat
man die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden gegebenen Ge-
raden ein, so wird die Gleichung zu einer identischen.

100. Man erhdlt L,» 4+ My + N, = O fiir k= 0, da-
gegen Lyx - Myy 4 N, = 0 fiir k = oo.

101. Da die Gerade Lz~ My~ N, ~+ & (Lyx + Myy + N,) =0
durch den Punkt (x;, »,) hindurchgehen soll, so ist der Wert von
. Lyx + My, + N,

Lyw, + Myy, + N,
(Lye + My + Ny) (Lowy + Mpy, + Ny)
— (Lyx + My + N;) (Lyw, + Myy, + N,) = 0.
Beispiele. a) 442 +y =0, b) 524 y — 16 = 0,
¢) 653z + 853y + 53 = 0.
102. 4724 — 29y + 174 = O.
103. Der Wert von % ist in diesem Falle bestimmt durch
die Gleichung

f= ; demnach ist die gesuchte Gleichung

— T — 2k
0 — ==
tg60° =}'3 Tk

Die gesuchte Gleichung ist sonach

y=xzV3 +3—Vs.

104. Die Grofse & wird gefunden mit Hilfe der Gleichung

(11 + 55k)? — 95
@F R F (b—ar
Da diese Gleichung zwei Wurzeln k; = — 17, %, = 4% Dbesitzt,

2*
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so ergeben sich zwei Cerade, welche der Anforderung geniigen.
Die Gleichungen derselben sind:

472 4 3y = 25, — 3z + 4y = 25.

105. Man findet zwei Werte von %, also existieren zwei Ge-
rade, welche der Aufgabe entsprechen. Die Gleichungen derselben
sind:

Tz + 8y — 56 = 0, 63z |+ 200y — 840 = 0.

106. 8y — 7z 4+ 9=0.

Die gesuchte Gerade mufls sowohl der Gleichung

5y — 22 — 11+ % (y + 42 — 33) =0
als auch

Ty (10g + o + 21) + Iy By — 5o 4 1) =0
entsprechen. Da diese Gleichungen identisch sind, so ergeben sich
zur Bestimmung der Unbekannten %,, %, %; die Relationen:

k45 =107, + 3k, 4%, — 2 =Ty — 5y, — 38F, — 11=21Fy-Fs.

107. Setzt man die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden
ersten Geraden in die Gleichung

ley (Dyw~+ My N,) -k (Lo~ Moy ~+Ny) +Fos (Lgw—+Myy—+Ny) =0,
so werden die beiden ersten Teile derselben verschwinden, also
wird auch der dritte Teil durch Einsetzung derselben gleich Null.
108. Die Gleichungen der Mittellinien sind:

Y (25 + 25) — @y; =0,

y (25 — 25) — @y + %y; =0,

y (0 — 225) + 20y; — 2yy; = 0.
Da die Summation dieser drei Gleichungen zu der identischen

Gleichung O = O fiihrt, so miissen die Geraden durch einen Punkt
gehen.

4, — A
109. 1) tgp = 1_-11— Alj;
(4, — 4y) sin » )
14 (4; + 4,) cos 0 + 4, 4,
Beispiele. a) tgp = %, 9C @ = 10° 18" 17,4";
b) tgp = — §%, ¢ = 110° 39" 327;
¢) tgp = %, Lo = 85° 1" 48,9";

2) tgp =




Die gerade Linie. 21

d) Lo = 15%
T
e) tgp = 7—2/5 y Lo=11°11"48,7".
1Yy — %Y.
110. t —_ AJ2  2J1,
g9 % %y + Y1 Yo
Beispiel. tgp = §1, X ¢ = 43° 37 10,7".

L2M1 - L1M2
—_— .
L, L, + MM,
Beispiele. a) X a, = 40048’ 543", 3o, = 107° 39" 0,5”,
Koz = 31° 32" 5,27
b) <K, = 151° 51" 307, X o = 10° 25’ 33",
Koy = 17° 42" 57"

111. Man findet tge; = st

112. Es ist
tga1=(x2 a5 — 22,) (Y 91— 295) — (052, —225) (U, +¥5—291)
(g 25— 2,) (w5 2, —22)+(y+95—2 Y1) Ws+9—275)
u s, f.
Beispiel. <C e, = 1570 32" 15,37, 3 o, = 36° 2" 51,17,
X oy = 166° 24’ 53,6”.
113. X o= 54°14"46", B =960 32",
Xy =100°18" 17,5”, <C 0 == 109° 26" 24,5".
114, < @ = 71042 144"
115. Die Gleichungen der Diagonalen sind:
y=>5, 2y —3r —10=0, 2y — 3z — 1 =0,

demnach die gesuchten Winkel:

X @, = 56° 18 36", I @, = 0%, S 3 = 123° 41° 24”.
Ys "‘3/3___”?/2"‘”’?3 — 9, (n + m)
@y — @y may + may — a, (n 4 m)
1 +.7/2_?/3.”?/2 + my, — y, (n+m)

xy — @y Nty + mwg — %, (n—4-m)
Beispiel. <C ¢ = 81°289".
L, L, D1De
M, M, 9192
118. 3y 4+ 2x — 31 =0,

116. tgp =

117, a) =0, b) =0, c¢) 4, =4,
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119. y —y, =i§—:—i—z (2 — z,).
Beispiel. y= 6z — 27.
120. Die beiden Parallelen “entsprechen der Gleichung
4z + By 4+ 11 + 341 = 0.
— L2, — M, I,
L, My — Ly M,
122. a) 81y — 3183 =0, b) 62z 4 31y — 1115 =0,
123. Ist p der Abstand der beiden Parallelen und o« der
Winkel, unter welchem die Gerade von jeder der Parallelen ge-

schnitten wird, endlich ¢ der Neigungswinkel der Geraden zur
X-Achse, so ergeben sich die Relationen

121. %

tgo — M,
14 M1tg‘?’
demnach ist die Gleichung der gesuchten Geraden
p+ M, V& — p*
Yy—h= < (x — @,).
+ m — M,p

Fiir d > p erhilt man zwei Gerade, fiir d = p nur eine einzige
Gerade. Ist d <<p, so lifst sich die Aufgabe nicht lsen.

21 F 16 Y11 .
y+ 7= 8412 ViT (= + 2).
124. a) L L+ MM, =0, b)1-44,4,=0.
125. L(y—y)— M(xz—=)=0.
Beispiele. a) 4y + = 4 49 = 0;

' b) 28y — Tz — 193 = 0.

126. 5y + T2 — 117 = 0.

ng my, Xy — 2 nx, + m
121, y— ’zi m%:_yz—yi & — 4;'*_{: m%)_
Beispiel. 121y — 88x — 371 = 0.
128. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind:

%= sine, tge =

Beispiel.

" =M?/1 + 2, _‘M”” . ___M2?/1 + Mz, +n
? 1 T T i
der Abschnittauf der X-Achse ist p =, 4 My,, der auf der Y-Achse
—at My

1 u
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Beispiel. Die Gleichung des Lotes ist 14y 4 Tw = T71;
ferner ist @, = 633, y, = 64%; p =104, ¢=17%
129. Die Konstante ist in diesem Falle durch die Relation

245k 8 . . . . .
m =—= bestimmt; die gesuchte Gleichung ist demnach
56x + 49y — 583 = 0.
2
130. Es ist 5 i_i: == }3-, also die Gleichung des Lotes

922 + 69y -+ 102 = 0.
131, 1141 OO,
182, y—2447=0, 9y+22—42=0, Ty+63—56=0.
133. Bezeichnet man mit (2, ¥;), (%, %), (%5, ¥5) die Koor-
dinaten der Ecken des Dreiecks, so sind die Gleichungen der Hohen:
Yo — 91) F @2y — 2) — Y5 (¥ — 1) — 3wy — ) =0,
y(ys — yz) + % (25— 25) — Y1 (Y5 — Yo) — (03— 25) = O,
y(yy — ¥s) + (2 — 23) — Y2 (9 — 95) — @a(, — @5) = 0.
Beispiel.
8y —x — 26=0, 3y + 52+ 8 =0, 3y +206—9=0.
134. Summiert man die in der Losung der vorhergehenden
Aufgabe gewonnenen Gleichungen, so ist auch die Summe der
linken Seiten gleich Null. Die drei Hohen miissen demnach durch
einen Punkt gehen. Vgl. die Losung der Aufgabe 107.
# = — 5%, y = 6.
135, z==6.
136. Sind die Koordinaten der Ecken des Dreiecks (w, %),
(23, 95), (@3, 93), s0 lassen sich die Gleichungen der Lote in den
Halbierungspunkten der Seiten in folgender Form darstellen:
9 —yy) + (2 — ) — T — o) — (@ — %) =0,
(s — 5) + 2 (s — 25) — $(s* — 7). — 3(2® — 2,") =0,
9y —vs) + w(’ﬁ," g) — (v, — ys?) — ¥ (@ — ,°) = 0.
Beispiel. 9y — 2z — 12 =0, 4y — 10z — 63 = 0,
— 40y + 18z 4 111 = 0.
187. Den Beweis fiihrt man leicht durch Summation der
Gleichungen, welche in der Losung der vorhergehenden Aufgabe
aufgestellt sind.
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138. Die Koordinaten des Schnittpunktes der Lote sind
x = — 4, y, = — 10; die Entfernung dieses Punktes von jeder
Ecke des Dreiecks betrigt J/85.

139. Der gesuchte Winkel ¢ ist das Supplement von dem
Winkel, welchen die beiden gegebenen Geraden mit einander ein-
schliefsen, also

LM, — L M,
t —_ 241 1 _g .
8% Ly L, + M, M,

140. Die Gleichung der Geraden ist
L, 4+ M tge
M, — Litge (@ — =)

Beispiele. a) 6y + 2 — 83 = 0.

b) 238y (110473)'3) x4 824146/ 3=0.

141. 2(4+4517/3)—y (205681 3)—339,5—119}/3=0.

142. Die Gleichung der Seite, welche dem Winkel o gegen-
tiberliegt, ist 2y — 2 -+ 15 = 0, die Gleichung der Seite, welche
B gegeniiberliegt, 7y — 92 — 8 = 0.

143. 1) Sind z, y die Koordinaten eines Punktes der Hal-
bierungslinie desjenigen Winkels, in welchem der Koordinaten-
anfangspunkt liegt, so miissen dieselben der Gleichung

weosey -+ ysine, — p; = xcose, -+ ysine, — p,
geniigen (vgl. Los. 60). Da diese Relation fiir jeden Punkt der
Halbierungslinie Geltung hat, so ist die Gleichung dieser Linie

@ (cosey; — cosay) + y (siney, — siney) — (p, — ;) = 0,
dagegen die Gleichung der Halbierungslinie des Nebenwinkels
x(ef’sal + cose) + y (siney + siney) — (p, 4 p;) = 0.
2) Bringt man die beiden gegebenen Gleichungen auf die Normal-
form, so findet man als- Gleichungen der Halbierungslinien
L1x+M1y+N1_L2m+M2y+N2=O
+VILA 4+ M VLM
Lix + M,y + N, +L2x+M2y+N2=
iVle + 'ZMI2 :I:_ VL22 + '1”22

Die Vorzeichen der Wurzeln sind nach Lisung 43 zu bestimmen,

Yy—Yh= —
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Beispiele.
a) y+ x4+ 79=0, Ty — Tx — 23 =0,
b) 1144y — 156z + 707 = 0, 24y + 176z - 201 = O.
144, Sind
weosey + ysine; — p, =0 und weosey 4 ysine, — p, =10

die Gleichungen der gegebenen Geraden, so sind die Richtungs-
konstanten der Halbierungslinien

tgal—_zl——ﬁ und —- cot

o+ o
2

Da das Produkt derselben gleich — 1 ist, so miissen die beiden
Halbierungslinien lotrecht zu einander stehen.

145. Die Gleichungen der Halbierungslinien der Innenwinkel sind :
28y — 2244 — 219 =0, 77y 995—1 =0, 14y— 2z — 17=0,
die der Halbierungslinien der Aufsenwinkel: ‘
128y -+ 165—899 =0, 9y — Tz+113=0, 2y -+ 14z -+ 69 =0.

146. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden sind:

K { 2V (wy — 2,)? +ys~2—‘(“s — ) Vg -7 }

. (?/s V(ws—a.)+ys* 95 V' + 3/32) + 2295 ersz +y*=0,
o1 (g — ) — V(s — 29) 5% | +wy; —2,9,=0,
K (szz +y5* — xg) ~+ 2y =0.

147. 1) Die Koordinaten des Schnittpunktes sind:

64 — 5158
R

58
2) der Abstand dieses Punktes von den Seiten d = wé—-
13y — 11 — 7 __ 3y + 52 — 13
+ — ==
V145 V17
149. Der Schnittpunkt der Winkelhalbierenden liegt im Ko-
ordinatenanfangspunkte.

148. 0.

150. Die Punkte liegen auf zwei geraden Linien, welche
der Gleichung

Lz + My + N+ aVL? + M? = 0 entsprechen.

151. Der geometrische Ort ist eine Gerade, welche der Ver-
bindungslinie der beiden Punkte (x,, %,) und (w5, ;) parallel liuft.
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Die Gleichung derselben ist

__?/1+?/2=?/3_"?/2(x_w1+xg>'
2 Xy — Ty 2

Y
Beispiel. 2y + 42— 3 =0.
152. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist

. N, COS %Y, sin m
xcosql+ysln¢= L q)_;_l_{lml tp—l—p 3

die Punkte befinden sich also auf einer Geraden, welche der ge-
gebenen Geraden parallel lduft.

153. Nach der Aufgabe miissen die Koordinaten (xz, y) des
Punktes der Relation

(xl — x)z -+ (?/1 - 3/)2 = (#, — 00)2 + (?/2 — 9)2

geniigen, woraus sich nach einfacher Umformung ergiebt
_!/1+?/2 — x2_m1(x_9fgl"_ﬁg).

2 Yo — % 2
Der Ort ist also eine Gerade, welche senkrecht zu der Verbindungs-
linie der gegebenen Punkte steht und dieselbe halbiert.

154. Bildet man die Abstéinde des Punktes (x, y) von den
gegebenen Geraden, so erhiilt man als Gleichung des Ortes

Y

+y——Mlx-—n1:i__y——M2x—n2= i
= Vit Vi+m?
Derselbe wirdalso vonzwei Geraden gebildet, die einander parallel laufen.
155. Die Koordinaten des Punktes (z, y) miissen der Gleichung
+ @ =2+ o — ) — o) + (e —9)}= o’
geniigen. Durch Entwicklung derselben findet man
_Z’/l'l’?a’z:_xz—xl(x_xl'{‘%)_‘_ a?
2 Yo — 2 /20— )
Der g. O. besteht demnach aus zwei Geraden, welche auf der
Verbindungslinie der gegebenen Punkte lotrecht stehen.
156. ) Sind Lz + M,y + N, =0, Lyx + Myy 4 Ny, =0
die Gleichungen der Schenkel des gegebenen Winkels, so ist die
Gleichung des gesuchten Weges

Lo+ My + N Ly + My + N,

1
n + = §.
VI + M2

VL + My}

Y
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b) Betrachten wir die Schenkel des gegebenen Winkels als
Koordinatenachsen, so ergiebt sich als Gleichung des geometrischen

s
Ortes A + Y = él_l‘l‘O—t.
157. % (cos e + cos ey 4 -+ -+ cos &) - y (sine; -+ sin o,
+ .. Fsine) — (9, Fpe w5+ o) =s.
158. Der Punkt beschreibt eine Gerade, deren Gleichung

entweder
nle‘l‘]‘Iﬂ/ —|—N1_mL2x+M2y+N2

| VLF+ M3 VL? + M
oder
mwa + My + N, =nL2x + Myy + N,
Ly + M? VE22 + M’
ist.

159. Die Schenkel des rechten Winkels seien Koordinaten-
achsen und die Gleichung der gegebenen Geraden Lz + My - N=0,
dann liegen die Teilpunkte entweder auf der Geraden Mmy— Lnx==0,
oder auf der Geraden Mny — Lmx = 0. .

160. Bezeichnen wir die Kathete, deren Endpunkt auf der
Y-Achse fortgleitet, mit ¢, die andere mit b, so ist die Gleichung
der Linie, welche der Scheitel beschreibt,

y="2s
Y P

161, 1Ist r die Strecke, welche den festen Scheitel mit dem
Koordinatenanfangspunkte verbindet, und e« der Winkel, den die-
selbe mit der X-Achse einschlielst, so ist die Gleichung der Linie,
welche der Teilungspunkt beschreibt,

y(m + + 7 sin o + x_____(m + ) oS @ == 7.
n m
162. Die Spitzen der gleichseitigen Dreiecke liegen auf einer
Geraden, welche die gegebene Gerade unter einem Winkel von 60°
schneidet. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist

y(1+2V3) 4 2(V3 — M) = 2n.
163. Die Basis « falle mit der X-Achse zusammen, der eine

Endpunkt derselben mit dem Koordinatenanfangspunkte. Nimmt
man den Abstand des betreffenden Punktes von der Basis gleich
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der Seite, die nicht durch den Koordinatenanfangspunkt geht, so
ist der geometrische Ort des Punktes
2ax 2(s—a)y
(s — a4+ a2+ (s —aP4a
164. Die Grundlinie @ falle mit der X-Achse, der eine End-
punkt mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen, Bezeichnet
man die Hohe des Dreiecks mit », den Abstand des Fufspunktes
derselben vom Koordinatenanfangspunkte mit p, so ergiebt sich als
Gleichung des geometrischen Ortes
22 2(a— 2p)y
vt e =t

1.

165. Die Lage des Dreiecks sei dieselbe wie in der vorher-
gehenden Losung. Bedient man sich auch derselben Bezeichnungen
fiir die gegebenen Stiicke, so erhilt man als Gleichung des geo-
metrischen Ortes :
2z | (a—2p)y
I 2 P
a + ah

166. Die Lage des Dreiecks sei dieselbe wie in der Losung
der Aufgabe 164. Sind y = M, und y = M,z -+ » die Gleichungen
der Dreiecksseiten, auf denen die Lote errichtet werden sollen,
so ist die Gleichung des geometrischen Ortes

2
v+ 30+ 2 (1 — anan) — 20 E D o

167. Der eine Schenkel des gegebenen Winkels o falle mit
der X-Achse zusammen, die Ordinatenachse sei das im Scheitel
auf jenem Schenkel errichtete Lot. Die Gleichung des zweiten
Schenkels ist dann y = z tg ¢. Bestimmt man die Abschnitte auf
den Schenkeln und setzt deren Summe gleich s, so erh#lt man als
Gleichung des geometrischen Ortes

z(1 4 cos @) + ysin e =s.
Sind die Schenkel des Winkels Achsen eines schiefwinkligen Systems,
go findet man

s
x+y_1+cos—of

168. Betrachten wir die gegebenen Richtungslinien als die
Achsen eines schiefwinkligen Koordinatensystems, und bezeichnen
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den gegebenen Umfang der Parallelogramme mit 25, so erhalten
-wir als Gleichung des geometrischen Ortes
2t y=s

Der Ort ist also eine Gerade, welche auf den Koordinatenachsen
Strecken abschneidet, deren jede gleich s ist.

169. Man wihlt 04 zur X-Achse,
OB zur Y-Achse und setzt OL = q,
OM=a, OR=1", ON =1b,, dann ist

die Gleichung von RM a,ﬁ -+ % =1,
1

. x Y .
die von LN; -+ b, = 1. Bezeichnet 0 4

man die Koordinaten des Punktes P mit Fig. 5.
%3, Yy, so findet man zur Bestimmung der Unbekannten a, @, b, b,

die Gleichungen %— + ‘7—% =1, z—l + ‘%5 = 1. Aus den beiden ersten
1 1

. . . 1 1 1 1
Gleichungen ergiebt sich x <; — —) —y (— —:—) =0, aus den

a, b b
. 1 1 1 1
beiden letaten 2, | — — — ) 4 y, |\ = — -—) = 0. Daraus folgt nach
a. o b b
Elimination der Unbekannten als Gleichung des geometrischen Ortes
=%
Y Py z.

Derselbe bleibt also unveriindert, wenn der Punkt P auf der Geraden
OP fortriickt.

170. Wir bezeichnen der Kiirze wegen die Winkel mit 4,
B, C, die ihnen gegentiberliegeniden Seiten mit @, b, ¢ und fiihren,
um moglichst einfache Resultate zu erzielen, statt der drei Seiten
den Radius des umschriebenen Kreises ein:

a=2Rsin A4, b=2Rsin B, ¢ = 2R sin (}
dann sind die Koordinaten des Schwerpunktes:
# = % R(sin A cos B 4 2 cos 4 sin B),
y =% R sin A sin B,
die Koordinaten des H&henpunktes:
2 == 2R cos A sin B,} 2)
y = 2R cos A cos B,

} (1)
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die Koordinaten des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises:

# = R sin (A 4 B), }(3)

y = — Rcos (44 B),
die Koordinaten des Mittelpunktes des einbeschriebenen Kreises:
x=4Rcosi4—sin£cosA +§,
2 2 @
.4 A+ B
g/——4Rs1n§sm-é—cos g

endlich die Koordinaten des fiinften merkwiirdigen Punktes:
# = 2R (sin A — sin B + cos 4 sin B),

()

A
y = 8 R sin® 5 sin? 5

Die Gleichungen der geometrischen Orter erhilt man durch
Elimination von R aus je zwei zusammengehdrigen Gleichungen;
also fiir den geometrischen Ort des Schwerpunktes

1
Y= ctdf et B

fiir den des Hohenpunktes
y = x cot B,

fiir den des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises
y =z cot C,

fiir den des Mittelpunktes des eingeschriebenen Kreises
A
y =z tg 3’

endlich fiir den des fiinften merkwiirdigen Punktes

2
Y = - .

A B
cot 3 cosec? 5= 2 cot >

Die ftnf merkwiirdigen Punkte bewegen sich demnach in diesem
Falle auf geraden Linien, die alle durch den Koordinatenanfangs-
punkt gehen.

171. Entweder durch die Relationen (4) oder auch durch
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eine sehr einfache geometrische Betrachtung findet man als Gleichung
des geometrischen Ortes
A
y=axtg 5
172, Aus den Formeln (2) der Losung 170 ergiebt sich als
Gleichung des geometrischen Ortes

y = x cot B.
173. Fir den Hoéhenpunkt findet man
y = x cot B,

fiir den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises

a

y=——xcotB—|—2sinB;

fiir den Schwerpunkt

y———-%sinB,

und fiir den fiinften merkwiirdigen Punkt

B
y=—(@—atg3
174. Es ergiebt sich fir den Schwerpunkt
y=%bsin 4,
fiir den Hohenpunkt
2z =="0cos 4,
fir den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises
b
y=—zxzcot 4 4 5 4
und fiir den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises
A
y=uatg 5
175. Die Gleichungen der geometrischen Orter sind:
y=wxcot C und y = — (z — b)tg—g-

176. Man erhilt fiir den Schwerpunkt

¢
y=(w—§>tgA,

fiir den Héhenpunkt
' y = — (z — ¢) cot 4,
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fir den Mittelpunkt des umschriebenen Kreises

ac c
= —
2

und fir den des eingeschriebenen Kreises
—atg A

177. Der Schwerpunkt bewegt sich auf einer Geraden fort,
deren Gleichung
cM —n
3

ist; dieselbe liuft also der gegebenmen Geraden parallel.

y=Mx —

178. Die Schenkel des gegebenen Winkels mogen als Ko-
ordinatenachsen betrachtet werden. Ist fiir eine bestimmte Lage
der dritten Seite die mit der X-Achse zusammenfallende Seite a,
so lassen sich die beiden Relationen

s—a:a=s—(a+y):=x
und m-tn:n=a:zx
aufstellen, aus denen man durch Elimination von @ die Gleichung

des geometrischen Ortes erhilt

sman
xm+yn—m+n-

179. Die Schenkel des gegebenen Winkels mégen die Achsen
des Koordinatensystems sein; dann Lifst sich die Gleichung der

gesuchten Geraden in der Form —g—;; -+ % =1 darstellen. Zur Be-
stimmung der Unbekannten f und g kann man die Relationen
:1;‘_1 + % =1, a® = {2 4 g — 2fgcos o benutzen. Die gesuchte

Gerade kann vier verschiedene Lagen besitzen.

180. Zieht man durch den Schnittpunkt der beiden ersten
Geraden Parallelen zu den Koordinatenachsen und bezieht die
gegebenen Stiicke auf diese neuen Achsen, so gehen die Gleichungen
derselben iiber in

4y, — 32, =0, 6y, — Tz, =0, 12y, + 52, — 29 = 0.
Berechnet man das Stiick, welches von der dritten Geraden zwischen
den beiden ersten liegt, so mufs sich dasselbe zu 32,5 verhalten
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wie 24 zu dem Abstande der gesuchten Geraden vom Koordinaten-
anfangspunkte. Daraus findet man die Gleichung der Geraden

12y, + 5z, — 1596 = 0.

181. Verbindet man die beiden gegebenen Punkte durch
eine Gerade und errichtet im Halbierungspunkte auf derselben ein
Lot, so ist die Gleichung desselben

4y — 3z + 8 = 0.
Der Durchschnittspunkt dieses Lotes und der gegebemen Geraden
ist der gesuchte Punkt. Die Koordinaten desselben sind:

#; =10, y; = 5.

182. Die Lote, welche in den Halbierungspunkten der be-

treffenden Strecken errichtet sind, entsprechen den Gleichungen
y+x—12=0, 8y — 10z 4 89 = 0.

Der Schnittpunkt derselben ist der gesuchte Punkt. Die Koordi-

naten desselben sind x = 104%, y = 143,

183. Man findet zwei Punkte, welche der Aufgabe geniigen,
da sich in der Entfernung d zwei Parallelen zu der gegebemen
Geraden ziehen lassen. Die Koordinaten derselben sind:

7 = —54¢, 4 = 1455 wd @’ = 14}, y, = 334
184. Die Gleichung der Geraden ist
n(yy — yo) + m (ys — yy)
—_— == X — %)
¥ n n(wy — ) +m (2, — ;) ( 2
185. Betrachten wir die Schenkel des gegebenen Winkels

als Koordinatenachsen und bezeichnen die Koordinaten des Punktes
P mit x;, y,, so erhalten wir als Gleichung der gesuchten Geraden

ol Y

=1,
2z, 2y,

186. 4y — 8x — 19 = 0.
187. Bezeichnen wir die gesuchte Gleichung durch y = Mz - »,

so erhalten wir zur Bestimmung der Unbekannten M und % die
beiden ‘Gleichungen

y, = Mz, + n,
Y — Yy — M(x, — 2,)=dV1+ M~

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometric. I. B. 3
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Es ergeben sich also zwei Gerade, welche den Anforderungen ders
Aufgabe geniigen.
188. Die Relationen sind:
@y %y — Buy%y + wywy = 2" — @ — x%
%192 — 3%Ys + Yshr = 4" — 9" — 95"
189. Man erhilt
2w,y + #33,) = (2, + 2,) (25 + @),
24192 + ¥s92) = (1 + 92) (s + 9)-
190. Benutzt man die in der Liosung 170 aufgestellten
Koordinaten der drei Punkte, so findet man, dafs
2R cos Acos B 2R cos Asin B
3Rsin Asin B 3R (sin Acos B+ 2cos AsinB) 1|=0
— Rcos (A4 B) Rsin(4 4+ B) 1
ist, woraus nach Losung 51 folgt, dafs die drei Punkte in einer

Geraden liegen. Befinden sich drei Punkte (x, #,), (%5, ¥5), (%5, ¥s)
auf einer Geraden, so ist das Verhiltnis, in dem der zweite Punkt

den Abstand des ersten und dritten teilt, gleich il — z’? 7 also
2 T 43
erhilt man nach Einsetzung der Werte m:n = 2: 1,
191. Es ist
1 Rein Aein B oosAEE 4 poos A nBoos A B
4 Bsin g 8in 5e0s— 4Rcos2 sin o~ cos — 1!
3 Rsin Asin B 2R(sinAdcos B4 2cos AsinB) 1|=0.
B
8Rsin2§sin22— 2R (sind —sinB-4cosAsinB) 1

Daraus folgt, dals alle drei Punkte in einer geraden Linie liegen.
Das Teilungsverhiiltnis ist m:» = 1:2.

192. Die Koordinaten der Halbierungspunkte der Diagonalen
des Vierseits sind:

=0,y =35 2,=—19=0; x3= — 184 ¥ = — 2¢}%.
3 0 1

Da o —1 1| =0 ist, so miissen die drei Halbierungs-
— 2§ — 143 1

punkte in einer Geraden liegen.
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193. Man fillt von dem Punkte 2, =9, ¥, = 3 ein Lot
auf die gegebene Gerade und verlingert dasselbe um sich selbst.
Der Endpunkt hat die Koordinaten z3 =1, y3 = 7. Verbindet
man diesen Punkt mit dem Punkte (x;, ¥,), so schneidet die Ver-
bindungslinie die gegebene Gerade in dem gesuchten Punkte. Die
Koordinaten desselben sind: z = 7%, y = 97%.

194. Die Koordinaten der beiden Endpunkte der Grundlinien
sind o, = 2, y, = 4; 2, = 1,5, y, = 2,2. Die Koordinaten des
dritten Eckpunktes entwickelt man leicht mit Hilfe der Relationen
e ok T ok Y ) = $tvtys

3 3
11,8. Alle iibrigen Stiicke lassen sich daraus leicht finden.

niimlich 3 = 5,5,

Ys

195. Es lassen sich zwei Dreiecke konstruieren; die Koor-
dinaten der gesuchten Ecken sind:

7y =10,5 + 43, y, =6 — 7,5 V/3;
2/ =105 — 4 V3, y'— 6 4+ 7,5 /3.
196. Die Gleichungen der Halbierungslinien derjenigen Winkel,
welche von den gegebenen Geraden gebildet werden, sind:
990y — 300x — 1189 = 0, 170y + 5611 — 2378 = 0.

Fallt man von dem gegebenen Punkte (z;, y,) Lote auf die Hal-
bierungslinien, so werden dieselben der Anforderung der Aufgabe
geniigen. Die gesuchten Gleichungen sind sonach:

10y + 33z — 195 = 0, 33y — 10z — 49 = 0.

197. Die Gleichung der Parallelen ist
11y 4 1540 — 700 = 0,

die Winkel, welche dieselbe mit den geschnittenen Seiten ein-
schliefst, sind 9T o == 10° 25" 33", L B = 170 42" 57",

198. Betrachten wir die Schenkel des Winkels als Achsen
eines schiefwinkligen Koordinatensystems und bezeichnen die Koor-
dinaten des Punktes P mit x,, »,, so ist die Gleichung der gé-
suchten Geraden, wenn der Abschnitt derselben gleich dem auf
der Y-Achse sein soll:

sin o

e T

3#
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wenn dagegen der Abschnitt derselben gleich dem auf der X-Achse
sein soll,
sin 2o

y—y = — (& — ).

sin &

199. Die Koordinaten des gesuchten Punktes miissen den
Gleichungen 8z + 19y +4 =0 und 22 — 3y -+ 164 =0
gentigen; sie sind demnach x = — 5%, 9, = 2. Der Abstand
des Punktes von jeder der beiden Seiten ist gleich 15.

200. Die Halbierungslinie des Winkels, der von der ersten
und zweiten Seite gebildet wird, entspricht der Gleichung y = fx.
Da dieselbe die dritte Seite in dem Punkte x, = 2%, y, = %
schneidet, so ist die Gleichung der gesuchten Parallelen 4y — 5 = 0.
Die Linge derselben ist gleich %§.

201. Bildet man das Fulspunktendreieck, so sind die Hal-
bierungslinien der Winkel desselben die Hohen des gesuchten Drei-
ecks, also die Gleichungen derselben:

y—2xF+7=0, 99+ 22 — 42 =0, Ty 6z — 56 =0,
und die Gleichungen der Seiten:
2y 4+ —11=0, 2y — 90459 =0, 6y — Tz — 3 =0.

202. Die Koordinaten der Eckpunkte des Dreiecks sind von
4 (0,0), von B (2,, 0), von C (23, 5); demnach ist die Gleichung
des Radius
ey — 5" — @5
Ys %y
dagegen die der Geraden, welche die Fulspunkte der Hohen ver-
bindet,

Y= &y

Ys%y
y= 2 5 (& — x3)
Taly — Y3~ — X3

Die beiden Geraden durchschneiden sich also rechtwinklig.

208. Ist die Lage des Dreiecks dieselbe wie in der vorher-
gehenden Aufgabe, so sind die Gleichungen der Seiten des Sechsecks:

2y — @y %

y=— 22— ), y=—"20,5=0

s ( 2) Y v )

Xy — X X
Yy—gy=— 22 (g —m), Yy — Y= (2 — ), =1,

Ys Ys
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204. Die Koordinaten des gesuchten Punktes sind x, = 6,
¥, = 5; der Abstand desselben von jeder der Seiten gleich ~2i .

V73
205. Die Gleichungen der Seiten des eingeschriebenen Pa-
rallelogramms sind: 7y 4 6z — 55 =0, 8y — 7w - 48 =0,
7y -+ 62— 6,5 =0, 8y — Tz — 0,5 = 0; demnach die Gleichungen
der Halbierungslinien:

7y + 6x — 55 8y — Tx -} 48
o salil =0,
V85 V113
8y — Tz 4+ 48 Ty 4 62— 65
= — = =0,
V113 V85
7y 4+ 6x — 6,5 8@/—-—700—0,5__0
V85 V113 ’
8y — 72— 05 Ty+ 6x—55 —0

V113

Vs

206. Dividiert man die gegebene Gleichung durch y*, so
ergiebt sich

()=o) e @) s () 2o

Bezeichnet man ferner die » Wurzeln dieser Gleichung mit
Wy, Wy, Wy * Wy, 50 ist bekanntlich

(e () ()
(=) (=) e =)=

demnach
w— axn ™ty 4 bar TRy — e + pey =t £ qy"
= (z — yw,) (x — yw,) (& — yws) « + - - (& — yw,) = 0.
Es entsprechen sonach der gegebenen Gleichung die »geraden Linien
z—yw, =0, 5 —yw, =0+ 5 — yw, =0,
welche alle durch den Koordinatenanfangspunkt gehen.
207. Nach der vorigen Losung ist

. 2 —Vat—4
y2___ayx+bx2_=_ (y-x.ﬂ%_fé)(y—x.a V‘; _b.)=0’
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also entsprechen der gegebenen Gleichung die beiden Geraden
a4+ Va®— 4b a— Vi —4b,
“"———’—"*‘—‘—‘2 2 * ‘___“‘—2 )
sie gehen beide durch den Koordinatenanfangspunkt, und die Rich-
tung jeder einzelnen ist durch den Koefficienten von x bestimmt.
Die beiden Geraden sind reell fiir a? > 4b, sie fallen zusammen
fiir a® = 4b, sie sind imaginiir fiir o? < 45.

208. #»—y*=(@+y) (z—y) =0

Die beiden Geraden halbieren die Winkel, welche von den
Achsen des Koordinatensystems gebildet werden.

209. 9?4+ bxy — 142> = (y — 22) (y + Tx) = 0.
Die beiden Geraden sind also: y — 2 =0, y 4+ T2 = 0.

210. y*—2yz+3a’= (y——w(l—l—il/é_)) (y—w(l —il/§)).=0.

Der gegebenen Gleichung entsprechen die beiden imaginiiren Geraden

y—o@+iY2)=0,y—2(1 —iV2)=0,

deren reeller Duchschnittspunkt der Koordinatenanfangspunkt ist.

211. 2y —11y’z-F4ya®+50°=(2y+2) (y—a) (y— 5x)=0.
Die gegebene Gleichung repréisentiert demnach die drei Geraden

y=x- =

29 +2=0, y—0=0,y — 52=0.

212. Da
3y* —22y°z -+ 5y2® + 142° = (y — T2) By + 22) (y — %) =0
ist, so sind die Koordinaten der Schnittpunkte:

= =1 5, =15, yp = — 10; w5 =%, y; = 3.

213. Es ist

1522 4 492y — 229 = (52 — 2y) (8= + 11y) = 0,
demnach sind die Gleichungen der gesuchten Geraden:

2y — 52 -+ 53 =0, 11y 4 3z -} 78 = 0.
214. Man erhslt (65 —17yx - 52%)=2y—>5x)(3y —2)=0,

demnach sind die Abstinde d; = L_, dy = —?:1 und der In-

V29 V10
halt des Vierecks = 8443 O0.
215. Da Ly® + Mzy + N«?

E{Ly+(%——ﬂ/m>x} {Ly—l—-(%[—{-%VMHV)x} =0
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ist, so ist die Tangonte des von den beiden Geraden eingeschlos-
senen Winkels

tgp — VI — ALY,
L+ N
Ist L4 N=0, so wird tgp = o, d. h. die beiden Geraden
stehen lotrecht zu einander.
216. tgp = {&; I ¢ = 28° 18" 2,7".
217, tgp = oo; I ¢ = 90°.
218. Die Winkelhalbierenden entsprechen der Gleichung
M (yF — 2*) — 22y (I — N) = 0.
Da die Wurzeln dieser Gleichung stets reell sind, so folgt, dafs
sich stets zwei reelle Winkelhalbierende ergeben, sogar wenn durch
die urspriingliche Gleichung ein imaginiires Geradenpaar dargestellt
wird. Dals die beiden Winkelhalbierenden lotrecht zu ‘einander
stehen, ldfst sich aus dem Verh#ltnis der Koefficienten von #? und
y® folgern. Vgl. Los. 215.
219. Die Winkelhalbierenden entsprechen den Gleichungen
y—2 (_7 ilé/zos).
220. Der gegebenen Gleichung entsprechenzwei imaginire Gerade
y=2(14iV2),y=201—iV2),
die Gleichungen der reellen Winkelhalbierenden sind:
y=2(14+V2), y=2(1—V2).

221. Die Richtungskonstante der Grundlinie wird entweder
11 + /1802 o 11— V1802

yE] oder i sein.

222. Entwickelt man die gegebene Gleichung nach y, so
ergiebt sich
y__—~(Bx—l—D)_—l_—]/aﬁ(B2—4A0)+2x(BD——2AE)—|—D2———4AF_

o 24

Dieser Gleichung entsprechen nur dann zwei Gerade, wenn ;:14— =0

ist, worin 4 die Discriminante der Form unter dem Wurzelzeichen

bedeutet; d. h. wenn
AE* 4 CD? 4 BF — BDE — 4ACF =0
ist.
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223. Bei Eingetzung der Konstanten wird die Bedingungs-
gleichung eine identische. Man erhilt sonach
29 —wy—152>—18y—27a+ 6=(2y--52—1) (y—32—6) =0,
Die Gleichungen der beiden Geraden sind also:

2y + 52— 1=0,y — 32— 6=0.

224, Wir nehmen an, es sei
282°+ay—2y*—11a—y-+1=(4,0+Byy-+1)(Ayr+Byy41) =0,
dann erhalten wir zur Bestimmung der unbekannten Konstanten
die Relationen:

Ady =28, A+ A4, = — 11, BB, =— 2, B, 4+ B, = — 1,
A B, + A,B, = 1.
Geniigen die aus vier dieser Gleichungen bestimmten Wurzeln der

fiinften Gleichung, so werden durch die gegebene Gleichung zwei
Gerade dargestellt. Wir erhalten in dem vorliegenden Falle

A =—4, A4y=— 17, B,=1, By= — 2,
demnach sind die Gleichungen der Geraden:
4 —y—1=0, T2+ 2y — 1 =0.
225. Mit Hilfe der in Los. 222 entwickelten Bedingungs-
gleichung findet man zur Bestimmung von B die Relation
6B2+ B — 51 =0,
wonach B, = 17, B, = — 3 ist.
Fir B = % erhilt man die beiden Geraden
y+ 42 +38=0y+ 4z —2=0,
dagegen fiir B = — 3 die Geraden
y—ax—2=0,y — 2z 4+ 3 =0.
226. Setzt man
Ay* 4+ By’x + Cya® 4 Da® + Ey® + Fay+ Go*+ Hy-+ Ke4-1
= (49 + Byz — 1) (43y + Byw — 1) (g + By — 1) = 0,
so lassen sich 9 Relationen entwickeln, in denen die Unbekannten
Ay, 4y, Ay, B, B,, B, auftreten. Da zur Bestimmung der letzteren 6

dieser Relationen ausreichen, so bleiben noch 3 iibrig, denen die
Konstanten der gegebenen Gleichung geniigen miissen.

227. Die Gleichungen der geraden Linien sind:
20— 32+ 1=0,4y4+2—1=0,y —ax 4+ 1=0.
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228. Soll die gegebene Gleichung vier parallele Gerade re-
prisentieren, so mufs
Y+ A4y’s+ ...+ Py+Qr+ R
=(—Mz+n;) (y— M5+ np) (y— My 2 +ny) (y—M, 54-n,) =0
sein, woraus sich durch Gleichsetzung der Koefficienten gleich hoher
Potenzen der Variabeln 14 Gleichungen ergeben. Da zur Be-
stimmung der Unbekannten 1,, n, ny, ng, ny 5 Gleichungen aus-
reichen, so bleiben noch 9, denen die Koefficienten der gegebenen
Gleichung gentigen miissen.

229. Die gegebene Gleichung ist bekanntlich die einer Ge-
raden &, welche durch den Schnittpunkt der beiden Fundamental-
geraden

xoosg, - ysing, — p; = 0 und wcosgp, + ysing, — p, = 0

geht. Da nun

= TSPy + ysing, — p,

zeospy + ysin g, — Py

ist, worin x, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Ge-
raden G sind, so ersieht man, dals % gleich dem Verhiltnis der
Lote ist, welche sich von einem beliebigen Punkte der Geraden G
auf die beiden Fundamentalgeraden fillen lassen, oder auch gleich
dem Verhiltnis der Sinusse der Winkel, welche die Gerade G mit
den beiden Fundamentalgeraden einschliefst. Besitzt & einen posi-
tiven Wert, so teilt die Gerade G den Winkel o der Fundamental-
geraden, in welchem der Koordinatenanfangspunkt liegt, bLesitzt es
dagegen einen negativen Wert, so geht die Gerade G durch den
Nebenwinkel des Winkels c.

230. Nach der vorhergehenden Losung findet man leicht, dals
Lz + My + N,
o Lok My N, _VETFI I+
Ly Myy+ N, VL + M2 Lyw + Moy + N,
VL + M}

VLI M 8 VI MY sing
VL22 + E‘z d, VL22 + M’ 8in e
Ly* + M}
Multipliziert man also die Grifse & mit der Konstanten KLj;—;%
VL®+ M?

so ist das Produkt gleich dem Verh#ltnis der Abstinde eines
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Punktes der Geraden G von den beiden Fundamentalgeraden, oder
gleich dem Verhiltnis der Sinusse der Winkel, welche die Gerade G
mit den Fundamentalgeraden einschliefst.
231. Die Gleichung des Lotes auf der Geraden V, == O ist
V,cos « + V, =0, die des Lotes auf V, = 0 dagegen
V- Vycos =0
232. Die beiden Geraden V; — kV,=0und V; +%kV, =0
teilen die Winkel der Fundamentallinien in gleichem Verhiltnis.
233. Durch Addition der beiden Gleichungen V, —kV,=0
kV, — V, = 0 erhilt man V; (1 + k) — V5 (1 + %) =0, d. h. die
beiden Geraden V, — &k V, = 0,k V; — V, =0 liegen symmetrisch
zu der Geraden V, — V, =0, oder die Halbierungslinie des Winkels
der Fundamentallinien halbiert zugleich einen Winkel, den die
beiden Geraden V;, — kV, =0, kV; — V, = O einschliefsen.
234. Die Gleichungen der Transversalen sind:
V,sine; — Vysina, =0, V,ysine,— Vysiney;=0, Vsineg—V;sine; =0.
Da die Gleichung
V,sine, — Vysinay-+ Vysine, — Vysiney - Vysiney— V,sine; =0
eine identische ist, so miissen die drei Transversalen durch einen
Punkt gehen.
235. Die Gleichungen der Hohen sind:
V, cos o;— V608 etg==0, V,c0s 0tg— V4008 ay==0, Vcos az— V;cos ¢, =0.
Da die Summe der linken Seiten dieser Gleichungen gleich Null
ist, so schneiden sich die Hghen in einem Punkte.
236. Die Gleichungen der Halbierungslinien der Innenwinkel
des Dreiecks sind:
V, — Vo=0, Vp — V=0, Vi — V;, =0,
die der Halbierungslinien der Aufsenwinkel:
Vi+ V=0, Vo V=0, V;+ V;, =0.
Da die Gleichungen
Vi— Vet Vo — Vs + Vs— ¥V, =0,
Vi + Ve — (Va+ V) + Vs — Vi =0,
Vs + Vs"‘(vs'l‘ V1)+ Vi—Vy;=0,
s+ Vi — (Vi + V2)+ Vo— V3=10
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identische sind, so folgt, dals sich die Halbierungslinien der Innen-
winkel eines Dreiecks in einem Punkte schneiden, ferner dafs auch
die Halbierungslinien je zweier Aulsenwinkel und des gegeniiber-
liegenden Innenwinkels durch einen Punkt gehen.

237. Die Gleichungen der Transversalen sind:

¥, sin? ';—1 — V, sin? % =0, V, sin? ‘;_2 — ¥, sin? % =0,
V sin? (;—3 — ¥, sin® %— = 0.

Die Summation dieser Gleichungen liefert das Resultat 0 = O.
238. Da die Gleichungen der Ecktransversalen

o o2 [+7 o,
2 % 2 %2 __ 2 % 2 %
V, cos ) V, cos »2-——0, V, cos 2 V, cos 3 == 0,
o o
2 % 2%
V3 cos 3 V, cos 2 =0

sind, so lifst sich der Beweis mit Leichtigkeit fiihrven.

239. Soll den beiden Gleichungen

V,+ 5V, +h(Vi+ kV,) =0und V; +rV, =0

dieselbe Gerade entsprechen, so muls
by + bk,

r="Txn also b= — r—_- :;
240. Es ist zuniichst zu zeigen, dafs die gegebenen Geraden
dem Strahlenbiischel 52 — 7Ty -+ 3 4 k(22 4 3y — 1) angehéren.
Zu diesem Zwecke setzt man
k(T —dy+2)=52—Ty+3+4+k2z+4 3y —1)=0
und erhiilt zur Bestimmung der Gréfsen %, und % die Relationen
Thy =5 + 2k, — 4k, = — 7 + 3k, 2k, = 3 — k.
Allen drei Gleichungen geniigen die Werte k, = 1, b= 1. Is
ist also
(7o —4y+2)=562z—Ty+3-4+12x+43y—1)=0.
Ferner erhilt man
1924 14y — 4 =5x—T7y+34+702x+ 3y —1)=0
und
32 — 10y +4=56x—Ty+3—12zx+ 3y —1)=0.

sein.
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Da nun
fBx — 10y + 4)=Ts — 4y + 2)+ (192 + 14y — 4)=0
sein soll, so erhéilt man zur Bestimmung von f und & die Gleichungen
3f=T7+4+ 19k, — 10f = — 4 4 14}, &f =2 — 4},
woraus sich f=%h=—1%
ergeben. Also ist
3(Bx—10y+ 4)=(Tz —4y+2)— 1 (19x 4 14y — 4)=0.
241. Die Gleichung des vierten Strahles ist
k,

L1+?L2=O.

Beispiel. Es ist k, = — 3, demnach k, = — §, also die
Gleichung des vierten Strahles

3z — 154y + 23 = 0.
242. Setzt man
f(Ly + hLy) = Ly + b Ly + 7, (Ly + Ky Ly) = 0,
9(Ly + hyLy) = Ly + ky Ly + 73(Ly + by Ly) = 0,
so erhiilt man den Wert des Doppelverhiiltnisses

ry by —ky hy —Fy
ry by —ky by — Ty
Dieser Quotient wird kurz durch das Symbol (% ky; % hy) be-
zeichnet,
243. Man findet

oy =38, ky=— 2, by =1, hy = 5,

demnach ist
(yhys Iyhy) = — 2.
244. Es ist
Ty —Fy hy—Fk by — Ty by —ky ke —h kg — Ry
By — kg by — Ky By —Fy hy — ky  Ey — By Ky — By’
ferner
b —k hy—ky hy—ky By —ky kg — ks by —ky

By — by g — Ty by — Ty By — oy Ty — Ky Ry — Iy
endlich

By —Fy hg—Fk by —Fy Dy — K kg — hy Ry — Dy
By — by hy —ky  hy— kg hy — Ky kg — by ky—hy’
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also ist

(Ryky; hyhy) = (hyhg; Toyleg) = (Bykys hohy) = (hohys Kyky).
Der Wert des Doppelverh#iltnisses von vier Strahlen eines Biischels
bleibt also unveriindert, wenn man entweder die beiden Strahlen-
paare mit einander vertauscht, oder wenn man in jedem Paare die
beiden Strahlen mit einander vertauscht.

245. Bezeichnet man den Wert des Doppelverhiltnisses
(Fy kg3 Ryhy) kurz mit f, so findet man
1
(byleys Pyhy) == (byby; Ppley) = ?

Das Doppelverhiltnis erhilt in diesem Falle den reciproken Wert.
246. Ist (K ky; hyhy) = f, so ergiebt sich
(ouhys Fyhy) == (Rykeys hyley) =1 — f.
f
241. (ByFeay Feyhy) = (kyhg; hyky) = 1
248. Unter Beriicksichtigung der vorhergehenden Liosungen
findet man, dals die Doppelverhiltnisse von vier Strahlen nur
sechs verschiedene Werte besitzen konnen, némlich
‘ f 1 1 f—1
f1 1 — f y o .
=1 f1—f f
249. Die Gleichung der Halbierungslinie des Winkels ist
V,— Vy==0, die der Halbierungslinie des Nebenwinkels V,- V,==0,
demnach der Wert des Doppelverhiltnisses gleich — 1.

250. Die Halbierungslinie wird in den betreffenden Punkten
von der Halbierungslinie eines Innenwinkels, sowie von der des
anliegenden Aufsenwinkels geschnitten. Diese Halbierungslinien
bilden aber mit den Seiten, durch deren Schnittpunkt sie gehen,
-ein harmonisches Strahlenbiischel.

251. Durch einfache Umformung der Relation
by — &y hy — K
hy —ky by — Ey
erhiilt man die Bedingungsgleichung
hyhy — ‘1‘("1 + hz) (k1 + kz) + kyky = 0.
252. Die Bedingungsgleichung geht in diesem Falle iiber in
3 (B, — k) (hy — k) == 0, also hy = ky; d. h. f§llt ein Strahl des
zweiten Paares mit einem Strahle des ersten Paares zusammen,
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so mufs auch der andere Strahl des zweiten Paares mit demselben
Strahle des ersten Paares zusammenfallen.

253. TUntersucht man zunichst, ob die Geraden des zweiten
Paares durch den Schnittpunkt des ersten gehen, so findet man
Sy 42 — 25 +2(2y — 3z — 11)="Ty — 22 — 47 =0,
3y 4+ 4z — 25 — 2(2y — 82 — 11)= —y 4 106 — 3 = 0.
Der Wert des Doppelverhiiltnisses ist also gleich — 1; d. h. die
beiden Geradenpaare bilden ein harmonisches Biischel.

2h4. Die Gleichung zwischen den Parametern geht in diesem
Falle tiber in
hhy + K2 =0,
2

k
also ist I, — % L, = 0 die Gleichung der vierten Harmonikalen,

255. Man erhiilt drei Losungen, da man entweder die beiden
ersten Geraden, oder die erste und dritte Gerade, oder die beiden
letzten Graden als konjugierte Strahlen betrachten kann. Bezeichnet
man die Gleichung der gesuchten Geraden mit I, 4 kL, = O,
so erhilt man zur Bestimmung von % im ersten Falle die Gleichung

kyky — 7}(7‘73 + k)(kl + 7"2} + ksk =0,
im zweiten Falle

kyky — & (ky + ) (ky + &) + b = 0,
im dritten Falle

Foks — % (ky + F) (B + ks) + kb = 0.

256. Es ist
20 4 5y — 8 —1(5z 4y — 16)=(—1) (8z — 4y — 8) =0,
demnach die Gleichung des der dritten Geraden konjugierten Strahles

2045y — 84+ 1(5z+y—16)="Tx 4 6y — 24 = 0;
ferner findet man die Gleichung des Strahles, welcher der zweiten
Geraden konjugiert ist,

9y —x =0,
und die Gleichung des der ersten Geraden konjugierten Strahles
8z — 3y — 24 = 0.

257. Bezeichnet man die Gleichungen der gegebenen Strahlen
mit L, + % L, =0, L, + ky Ly = 0, L, + k3L, = 0, so erhiilt
man die Werte &k, = — 5, k, = 3, k3 = 1. Zur Bestimmung von
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% lassen sich demnach die folgenden drei Gleichungen aufstellen
(vergl. Losung 255)
—1B5+4+ (14+k+ k=0,
— 54284k -+ 8k=0,
8—2(k—5)—5k=0,
woraus sich die Werte 7, — 1, 13 ergeben. Die Gleichungen der
gesuchten Geraden sind also:
51z — 11y + 2 =0,
3x 4+ 17y — 26 = 0,
1052 — by — 22 = 0.

258. Die Gleichungen der harmonischen Strahlenbiischel, deren
Mittelpunkte die Eckpunkte des Dreiecks sind, haben folgende Gestalt:
1) V,=0, V,=0; V;sine,— V,sine,=0, V,sine, 4 V,sine,=0.
2) Vy=0, V,==0; V,sina,— Vysiney=0, V,siney+ Vysine;=0.
8) V3==0, V,;=0; V,sinez— V,sine; =0, Vysiney -} V,sine, =0.
Dagegen sind die Gleichungen der Geraden, welche mit den drei
Schwerpunktstransversalen harmonische Strahlenbiischel bilden:

V, sin e, — 2V, sin @y + Vi sin o = 0, '
Vysin oy — 2 Vg sin o3 4 V; sin ¢, = 0,
Vysineg — 2V, sin e, 4 V, sin o = 0.

259. Die Gleichungen der Hthen des Dreiecks sind:

V, cos &y — V,yc08 a5 =0, Vycos ey — Vyeo8a;=0,

V5 cos ey — V, cos ¢y = 0,
demnach die Gleichungen der gesuchten vierten Harmonikalen:

Vycos e — 2V, cos &y -+ V5 cos g = 0,
Vs cos ey — 2 V5 cos oy + V, cos oy = O,
Vy cos a5 — 2V, cos oy -+ V, cos ey = 0.

260. Mit Hilfe der Losung 237 findet man die Gleichungen
der vierten Harmonikalen:

V, sin® % — 27, sin2%2~ + 7, s,in“;~3 =0,

V2sin2£‘2—2——21733in222§—+ v, sin® - =0,

Vy sin? %_ — 2V, sin? % - V, sin? o;l = 0,
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261. Da sich aus der Gleichung
hyhy — % (hy A hy) (g + Tg) + Ty by = 0
fiir jeden reellen Wert von /%, ein entsprechender Wert von &, er-
giebt, so werden sich unendlich viele harmonische Strahlenpaare
bestimmen lassen.

262. Sind L, + L, = 0, L, -+ &y L, =0 die Gleichungen
des gesuchten Strahlenpaares, so lassen sich zur Bestimmung der
unbekannten Parameter 7, #, die Gleichungen

hyhy — % (hy = hg) (By + &) + Ry = 0,

hihy — % (hy + hg) (ry 4 15) + 17y =0
aufstellen. Berechnet man aus diesen Gleichungen h, h, und &, -} %,
so ersieht man leicht, dals %, und 2, Wurzeln einer quadratischen
Gleichung sind. Es kann also nur ein einziges Strahlenpaar ge-
funden werden, welches mit jedem der gegebenen Paare ein har-
monisches Biischel bildet. Dieses Strahlenpaar wird-als ein reelles
oder imagintires bezeichnet, je nachdem die Werte von A, und h,
reell oder imagindr sind.

263. Es ist
2y +32x — 28 =3Qy —a« — 11) — 2(2y — 32z — 5) =0,
Aly+ 2—10)=52y —x — 11) —3(2y — 8z — 5) =0,
also lassen sich zur Bestimmung von %, und A, die Gleichungen

W, htd 3

o U+ttt
aufstellen, woraus

=—1

by =+ Vga hy = ?V%

Die gesuchten Gleichungen sind sonach:

(2y — 2 — 1)+ V2 (2y — 32 — 5)=0,

(2y — & — 11) — V2 (2y — 3z — 5)= 0.

264. Da
— 12y + 250 — 11 =2y + 30— 5 —2(Ty — 112+ 3) =0,
37y — 520 + 10 =2y + 82— 545 (Ty — 11z+43)=0,
so erhilt man zur Bestimmung von kb, und %, die Relationen
Iy 1 hl-l—2'k2+2=_1.

b, " hy — 5 hy— b



Die gerade Linie. 49

Die Gleichungen des gesuchten Strahlenpaares sind demnach:
2y + 32— 5 + i)/ 10 (Ty — 11z 4 8) = 0,
2y +32—5— i)Y 10 (Ty — 11z + 8) = 0.
Beide Strahlen sind imaginir.

265. Nehmen wir an, dals die Gleichungen des vierten
Strahlenpaares, welches mit jedem der gegebenen ein harmonisches
Biischel bildet, L, < k, L, = 0, L, + %k, L, = O seien, so lassen
sich nach Losung 262 folgende Gleichungen aufstellen:

hihy — % (hl + h2) (k1 + kz) + kyky = 0,

hshy — % (hs + h4) (7‘71 + 7‘52) + Fyky = 0,

hshg — % (k5 + he) ("71 + k) + kyky = O.
Eliminiert man aus diesen Gleichungen % (%, + k) und %k,, so
erhiilt man die Bedingungsgleichung, welcher die Parameter 7,
hyy kg, Ry, hy, h; geniigen miissen, nimlich

1 1 1
hy +hy kg4 hy Iy By | =0,
hyhy hghy hyhg

266. Man findet
hy =38, hg = — 1, b3 =5, hy =2, hy =1, hy = 3,5.

11 1

Da nun 2 7 4,5|==0ist, so befinden sich die drei Strahlen-
—3 10 3,5

paare in Involution.

267. Da in diesem Falle b = 0, hy = o0 ist, s0 geht die
in der Losung 265 gefundene Bedingungsgleichung {iiber in
fife — rre =0.

268. Betrachtet man die beiden ersten Geraden als Funda-
mentalstrahlen des Biischels, so findet man f; = 8, f, = 8, r, = 4,
7o = 6. Die drei Strahlenpaare befinden sich also in Involution.

269. Mit Hilfe der gegebenen Relation findet man leicht
ky =13, k) = —5, k" = 2,5; demnach sind die Gleichungen
der Strahlenpaare:

27% 4y — 2 =0, 170 — y = 0,
{67x + 9y — 10 = 0; {2350—-{— 9y — 8 =0;

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. I. B. 4
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8z 4+ 6y — 5 =0,
{29x-—3y+1=0.
270. Man kann annehmen, dafs die Involution durch die
Relation
kiky — a (b + k) +0=0
bestimmt ist, und ersieht leicht, dafls einem Werte von k;, nur ein
ganz bestimmter Wert von %, entspricht, dafs ferner eine Ver-
inderung der Relation nicht eintritt, wenn man %, und %k, mit ein-
ander vertauscht.

271. Bezeichnet man die Gleichung des gesuchten Strahles
mit L, + r,L, = 0, so lifst sich die Grofse r, eindeutig durch
die Relation

1 1 1
ky+k h4hy v 41| =0
ky ky hyhy (7

bestimmen,

272. Betrachten wir die beiden ersten Geraden als Funda-
mentalstrahlen des Bilschels, so finden wir

ky =0, ky= o0; b = 2,5, by = 4; r, = 2, vy = 5;
demnach ist die Gleichung des sechsten Strahles
31z -+ 23y + 22 = 0.
273. Nach Lésung 262 findet man leicht die Gleichungen
der beiden Strahlen
5z 4y — 11 + 2)/6 (32 — 2y + 1) =0,
554y — 11 — 2)/ 6 (8z — 2y 4+ 1) = 0.
274. Nach Losung 265 geniigen die Parameter hy, und 7,
zweier entsprechenden Strahlen der Involution der Relation
hyhy — % (hl + k2) (ky + ky) + kyky = 0,
wenn k, und %, die Parameter der harmonischen Strahlen sind.
Um die Parameter der Doppelstrahlen zu finden, setzt man
h, = hy = h und erhilt
1 — (by + ko) b+ By Ry = O.
Die Wurzeln dieser Gleichung sind:
h="Fk, und h =k,

Daraus folgt: In einem involutorischen Strahlenbiischel kénnen nur
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zwei Doppelstrahlen vorkommen und zwar fallen dieselben mit den
beiden Geraden zusammen, welche mit jedem Strahlenpaare der
Involution ein harmonisches Biischel bilden.

275. Die Parameter », und 7, der beiden Doppelstrahlen
sind die Wurzeln der Gleichung

1 1 1
ki +%k B +h 2rj=0.
Ty ky hyhy r?
276. Da hier b, =38, hy= — 1, hy =>5, h, = 2 ist, so erhiilt
man zur Bestimmung der Parameter der Doppelstrahlen die Relation
1 11
2 7 2r|=0,
—3 10 ¢?
oder
502 — 267 + 41 = 0,
woraus sich », = 18 + 6 —{5- 6z’ Fy = 13 — 6 —{: 6zergeben. Die Doppel-

strahlen sind also imaginir und entsprechen den Gleichungen
13 6
sz —3y+ 2+ 01 oy —1)=o,

5x—3y+2+1—3—~5“—f1(x+2y—1)=0.

277. Betrachten wir die beiden ersten Strahlen als Funda-
mentalstrahlen des Btischels, so sind die Parameter:

hy =0, hy == 0©; hy = 2, hy = 5;
demnach ist r, = 4 /10, r, = — Y/10.
Die Gleichungen der beiden reellen Doppelstrahlen sind sonach:
11e — 2y + 7+ V10 (4 + 5y + 3) =0,
11z — 2y + 7 — V10 (42 + 5y 4 3) = 0.
278. Sind %, und %, die Parameter der beiden gegebenen

Doppelstrahlen, so reicht zur Bestimmung entsprechender Strahlen
des involutorischen Biischels die Relation
hyby — % (hy + ho) (By + ko) + by ky = O
aus.
4*
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279. Die Parameter der beiden Doppelstrahlen sind:
k=3, k, = 4.
Da ferner der Parameter des gegebenen Strahles #, =1 ist, so
ergiebt sich
hy = 4.
Die gesuchte Gleichung ist daher
59z + 16y — 2 = 0.

280. Je zwei entsprechende Strahlen liegen symmetrisch zu
den beiden Doppelstrahlen; d. h. die Winkel je zweier ent-
sprechenden Strahlen werden von den Doppelstrahlen halbiert.

281. Ist k, der Parameter der beiden zusammenfallenden
Doppelstrahlen, so ist die Relation

k? — Ky (hy + hg) + Byhy = 0.
Entwickelt man diese nach %, oder %, so findet man, dals eine
dieser Grolsen gleich k, sein mufs, wihrend die andere jeden be-
liebigen Wert besitzen kann. Liegen demnach die Doppelstrahlen
eines involutorischen Strahlenbiischels in einer Geraden, so wird
ein Strahl von jedem Paare mit dieser Geraden zusammenfallen.

282. Die gesuchten Strahlen halbieren die Winkel der beiden
Doppelstrahlen. Die Gleichungen der Doppelstrahlen sind:

y2+2VE)—2(14+3VE)—11—5V3=0,
y@—2V3)—s@—38V3)—1+5V3=0,

demnach die Gleichungen der lotrechten Strahlen, welche sich
gegenseitig entsprechen,

y@+2VE)—2(1+8YVE)—11—5V3

V1ot +1472
L9@—2V3)—2(—38V3) —14+5VE_
- Vit — 14V

283. Bezeichnen wir die Parameter der beiden gesuchten
Strahlen mit %, k;, so lassen sich zur Bestimmung derselben die
beiden Gleichungen

hyhy — ay (hy + hy) + by =0
hyhy — ag (ky + y) + by =0,
aufstellen, in denen a, und b, von k,, %, ks, k,, dagegen a, und
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b, von 7, 7y, 7y, 7, abhiingig sind. Die Auflésung der Gleichungen
filhrt zu dem Resultate, dafs nur ein Strahlempaar existiert, wel-
ches der gestellten Anforderung geniigt.

284. Da
A, (zeose, + ysine, — p,) + 4, (zcose, 4 ysine, — p,)
-+ 4, (zcosey + ysinag — p;) = wcosg -+ ysing — d =0

sein mufs, so ergeben sich zur Bestimmung von 4, 4,, 4, die

Relationen
Ay cosey + Aycosay 4 Agcosag = cosg,

A, sine; -+ Agsine, 4 Agsiney = sing,
Aypy + Aypy + Asps = 0,
aus denen sich die gesuchten Werte leicht ermitteln lassen, niémlich

COS  COS ¢y COS g | cos ey cos coserg
A, ==-;1’— sing sine, sineg |» 4, = 7 sine, sing sineg |,
0 » B P 0 py
COS ey COSey COS QP | coser, cosa, cosay
A =—j’— siney sine, sing|) 4= |sine sine, sine, A
p Py 8 » P Py

285. Die Hohen des Fundamentaldreiecks mogen mit /iy, Ay,
hy, die Abstinde der Ecken desselben von der Geraden
a3y + ay®y + agwy = 0
mit dy, dp, ds bezeichnet werden. Setzt man in den Ausdruck
a2, + ay@y + azz, die Koordinaten des Schnittpunktes der beiden
Fundamentallinien 2, = 0, %3 = O ein, so ist der Wert des-
selben gleich d; dem Abstand dieses Punktes von der Geraden
a % -+ ay%, + azwg = O multipliziert mit einer Konstanten F.
Da aber in diesem Falle z, = Iy, 2, = 0, x5 = 0 ist, so ergiebt sich
a by = kd,.

In entsprechender Weise findet man ayhy = kdy, ashy = kds, also ist
dy  dy ds
G0y 03 == ——:1-—1>>)

1%2° 3 hl h2 h3

1 d d. d.
= (ay@, + ay2; + ayzy) = -2 + 2oy 4Ty =0.
k hy hy hg
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286. Zur Bestimmung der Konstanten a;, ay, @, erhilt man

die Gleichungen: -
5a;, + 2a, + ag =1, — 2a, — a, } a; = 2,
a — 3a;+ a3 =— 4
demnach ist die gesuchte Gleichung:
—#X + Y+ 452, =0

287. Sind 7, l, l; die Léngen der Seiten, 7y, hy, kg die
Hohen des Fundamentaldreiecks, so ist

3 (o + Loy + lay) =J, oder 9%11‘ + 9;’—2 =+ a_;l% =1

288. Beiden Gleichungen miissen gerade Linien entsprechen.
Da nun fiir jeden endlichen Punkt

Wy + Loy + gy = 2J,

. . . 2J sine
@y sine; - wysiney - z5siney = 1

b
ist, so kann kein endlicher Punkt auf den betreffenden Geraden
liegen. Den beiden Gleichungen entspricht demnach die unendlich
ferne Gerade.

289. Die Lage der Schnittpunkte ist bestimmt durch die
Relationen:

x, =0, agity + aza5 = 0, Lxy + Lixg = 2J;
@y =0, @ + agzy =0, Lz + lyag = 2J;
wy =0, a,@ + a2 =0, Ly, + lywy, = 2J.
290. Die Lage des Schnittpunktes ist bestimmt durch die
Relationen:

1

az“s!.
’ 7| "
ay ag

a3 4 @ g
’

ay’ay
291. Bezeichnet man die gesuchte Gleichung durch
@+ agd + azx5 =0,

so erhilt man zur Berechnung der unbekannten Quotienten G, % die
3

Xy %g: 0 = y Wy F w4 gy = 24J.

’ ’
as oy

beiden Relationen

ay@ 4 ayay’ 4 agzy = 0, aym,” + a3 + a325” = 0.
Als Gleichung der Geraden AB findet man demnach

(w5'w5" — wy'wy”) @y + (wg @, — w/ws") 03 - (0, 03" — w5'w,") w3 =0.
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292. @y, + ayy + agwy + & (“1‘,9”1 + @)@y + a'wg) =0
oder (ay + kay) 2 + (ay + kay)) @, + (a5 + kay) 2, =0.
Vergl. L%, 99.

293. | a; a5 ag
a/ ay a5 | =0. Vergl. Los. 51.

a” ay” as”
294. Die Gleichung der Geraden, welche durch den Punkt

@, = 0, 1, = 0 geht, ist x/2, — 2,"x, = 0,

By =0,a,=0 , , @x— =0,
=0, 2, =0 , , x/zg—aw =0.
295. Die Gleichungen der Verbindungslinien sind:
ay %y + @325 = 0, a,2; ~+ agw; = 0.
Den Schnittpunkt findet man durch
Lyt iy == — Gyt Gy, @y Ty == —0g: @, L& b2+ lywg==2J.
296. Die Gleichungen der Diagonalen sind:
a2y + 4%y + a2y =0, ay iy — a8, = 0, x5 = 0.
Fiir die Schnittpunkte derselben gelten aufser Iz, -1y 2, Iy = 2J

fiir den ersten die Relationen x,:%, = ay:ay, 2y : %5 = — a3:2a,;
» » ZWeiten ” w3 = 0, Xyt g == Oy 0y
» y dritten » x5 = 0, Xy Wy = — Gy 0.

297. TFalst man x, = O als Diagonale auf, so erhilt man
w, =0, 2=0; @y : 0,0 =010y 1%, Lwy + Lay + Loy =2J;
By =0, y:05 = &5 15, L@y + Ly + Ly = 2J;
By =0, @105 = &, 15", Lty + Lxy + Lwy = 2J;
=0, 23 =0; 2, =0, 73 = 0.

298. Es seien (s. Fig. 6) die
Gleichungen von AC x, = 0, von
BC z,=0, von AB z; = 0, von
G Ha,x,+ a,7, + a323=0, dann ist
die Gleichung von C.D g, &, — G, 2,=0,
die von CF a,, - azz; = 0. Die , S
Geraden CD und CF bilden dem- ] x
nach mit C4A und CB ein harmonisches Strahlenbiischel. Die
Diagonale AB wird also in den Punkten D und F und die Dia-

Fig. 6.
c
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gonale GH in den Punkten M und F harmonisch geteilt. Ver-
bindet man 4 mit M, so ergiebt sich, dals auch die Diagonale
CL in M und D harmonisch geteilt wird.

299. a) Die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden
mit den drei Fundamentallinien ergeben sich aus den Gleichungen:
g%y + agxy =0, L, + lyay = 2J;

0@ 1 a2y =0, L& + Lz, = 2J;
%+ ayxy =0, Lz, 4 La, = 2J
und lassen sich zur Konstruktion verwenden.
b) Die Geraden, welche den Gleichungen

@@y + aymy =0, ay, + aza; =0, g7y + a2 =0
entsprechen, sind die Ecktransversalen des Fundamentaldreiecks,
welche nach den Punkten gehen, in denen die Seiten z, = 0,
Wy =0, €3=0 von der Geraden a,z, + a2, 4 azw;, — 0 ge-
schnitten werden. Diese Ecktransversalen teilen aber die Winkel
des Fundamentaldreiecks so, dafs sich die Sinus der Teile wie
— O30, — O3:Q3, — 03:a, verhalten. Teilt man demnach die
Winkel des Dreiecks in der angegebenen Weise und verlingert
die Teilungslinien, bis sie die Seiten des Dreiecks durchschneiden,
so ist die Lage der Geraden durch diese drei Schnittpunkte be-
stimmt.

300. Die Gleichungen zweier parallelen Geraden in der
Normalform sind:

weosgp - ysing — & = 0,
zeosp - ysing — § — d; = 0.

Fithrt man homogene Koordinaten ein und benutzt dabei die in
Aufg. 284 gebrauchten Ausdriicke, so erhilt man fiir die erste
Gerade A,x; 4 A,x, 4 Az2y = 0, dagegen fiir die zweite

(A + 0, sin (nx3 az)) 2+ (A2 + 0, sin («3 — a3)> "

+(A3+d‘lsin(oj “1))933—0

oder wenn man die Winkel des Fundamentaldreiecks mit 4, B, C

bezeichnet,
(A+ 1s1nA)l+(A+651nB> +(A+1sm0) —o0.
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Da nun der Ausdruck x,sind -+ z,sinB - 2;8inC einen kon-
2Jsin A
1
Gleichungen zweier parallelen Geraden in homogenen Koordinaten
nur durch einen konstanten Addenden unterscheiden.

stanten Wert besitzt, néimlich » so folgt, dafs sich die

301. Wir nehmen an, es seien d, = A44,,a,=AdA,, a; =4 A,
dann ergeben sich die Gleichungen:

(a, + dsinAd) z, + (a, + dsinB) @, + (a3 4 dsinC) z; = 0,
(a, — dsind) z, + (a; — dsinB) 2, 4 (a5 — dsinC) 23 = 0.
302. (a,2, + a, 2y + ags) (z," sin A + z,"sin B+ 2,'sin C)

— (a2, + ayw,” + az2”) (v, sin A 4 x,5in B+ 235inC) = 0.
303. w,sind + x,sinB = 0, w,y8in.B 4 @5sinC = 0,
2gsinC - x,sin4 = 0.
304. Die Gleichungen der Schwerpunkttransversalen sind:
z;sinA — xysinB = 0, xgsi';lB — #58inC = 0,
238inC — x;8ind = 0,
die Koordinaten des Schwerpunktes:
LA T A )
T8y P 3L, P 31
305. Die Gleichungen der Verbindungslinien sind:
— x;8ind -+ x,8inB 4 255 C = 0,
2, 8ind — x,8in B - w58inC = 0,
xysind -+ @,8inB — a3s5inC = 0.
Aus der Gestalt derselben geht unmittelbar hervor, dals die Ge-
raden den Seiten z; = 0, x, = 0, w3 = O parallel laufen.
306. Es lassen sich hier die in Lds. 284 entwickelten Trans-
formationsgleichungen benutzen:
a,cose = ayco8ey - azcose; = cosg,,
a,sine; + ay8ine, 4 azsineg; = sing,,
a,/cosa;, -+ a5 cosey + a5 cosey = cosg,’,
a,sin e, + ag'sin o, 4 ay'sin ¢y = sin g,”.

Schneiden sich die beiden gegebenen Geraden rechtwinklig, so
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mufs cosgp,” cosp, | sing,” sing; = O sein, also ergiebt sich als Be-
dingungsgleichung
a0y + agay + azay + (a,05" + aza)) cos (e — %)
+ (a,a5'+ a5 a;)) cos (3 — ) +(aga," +a, a5') cos (0 —e3)=0,

oder wenn wir die Winkel des Fundamentaldreiecks A, B, C ein-
fiihren,

ayay Y aya, + agay’ — (a, 05 + aza,") cos € — (aza5'+ ag ay’) cos A
— (aza, + aa5) cos B = 0.

307. Mit Hilfe der vorhergehenden Losung findet man

a; — agcos A — a;c0sC  ag — a,c08 B — aycos 4

’ ’ &y
%y 2
a; — a,c08B — azcos A a, — ayc08C — azcos B
+ ’ ’ Ty
T3 Zy
L
a; — ay,c08C — agc08B  a; — agcos A — a;cosC
-+ , , 25 = O,
Zy %y

308. Die Gleichungen der Hihen findet man, wenn man die
betreffenden Werte in die (Lds. 307) gewonnene Gleichung einsetat.

wycos A — w5008 B = 0, 2,c08 B — wzcosC = 0,
wgc08 C — x cos A = 0.
Die Koordinaten des Hthenpunktes sind:

2Jcos B cosC 2J cos Ccos A 2J cos Acos B
=" Gp=—— By =

wo N ==1I,cos BcosC - l,cos Ccos A |- l;cos A cos B ist.
309. Die Gleichungen der Seiten des Fulspunktendreiecks sind:
%, c08 A — wyco8 B 4 w3008C = 0,
z,c084 - xycos B — xge0sC = O,
— z,c08 4 + 2,c08B -+ w5c0sC = 0.
310. Die Halbierungspunkte der Seiten des Fundamental-
dreiecks sind bestimmt durch die Relationen:
%, ==.0, xy8in B — @gsinC = 0; x, = 0, z; sinC — x;5ind = 0;

%3 =0, w;5sind — xysinB = 0.
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Bei Einsetzung dieser Werte fithrt die Gleichung in Los. 307 zu
folgenden Resultaten:

a,8in(B — C) 4 a,sin B — 2,8inC =0 (Lot auf », = 0),
— o,5ind +, sin(C — A) F25inC=0 (.. . z=0),
#,sind — a,5in B -+ aysin(d —B)=0 (.. . x,=0)

Die Koordinaten des Schnittpunktes sind:

) 0 sinB —sinC . sin(B—C) 0 —sinC
@, = % 0 sin(C—4) sinC|) 2, = n —sind 0 sinC|,
o 1, Iy L2
. sin(B—C) sinB 0 s sin(B—C) sinB —sinC
x5 = —sind sin(C—4) 0 |, wok==| —sind sin(C—A4) sinC
I I, ot L I, Iy

ist.

311. Bezeichnen wir den gesuchten Abstand mit d und ziehen
durch den Punkt P eine Parallele zu der gegebenem Geraden, so
erhalten wir als Gleichung derselben

(a, + dsind) z, 4+ (ay + dsin B) z, + (a5 4 dsinC) 2, = 0.
(Vergl. Los. 301.)
Da diese Gleichung bei Einsetzung der Koordinaten des Punktes P
zu einer identischen werden mufs, so ergiebt sich mit Hilfe der-
selben der Wert
— awy + ayxy + agwy .
z,sind -+ x, sinB -+ x5’ sin C

B B C
312. =, cos? 5= %y c08? 5= 0, x,cos’ 7 %y cos? 5= 0,

C A
%5 COS 2—2~ — %, cos® 5= 0; vergl. Los. 238.

| . . B . B ., C
313. =, s1n‘5-—x2sm2—2-=0, xgsm2§——w3sm2~§= 0,
)

A
X sinzg- — , sin® 5 = 0; vergl, Lios. 237.
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Der Punkt.
_ b —0b — i
314w T a b, — agby a, by — ayb,
Beispiel. u = — 4, v = — 4.

315, Y% + o041
Vu* + o°

316. “1';’“2u+b"g"%+1=00aer‘4—1‘2"—"§=0.

Vergl. Lésung 60.

Beispiel. 6u -+ 504+ 1=0.
na; +m a, nb, + mb, -
317. P u 4 - v4+1=0
nd, + md
d 1 T 2= .
oder Mnim 0

318. Der Gleichung 4, — A, = O entspricht der unendlich
ferne Punkt auf der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte.
Wie findet man das Resultat mit Hilfe der vorhergehenden Lisung?

319. Halbiert man den Abstand der beiden Punkte 4, =0

A+ 4y

und 4z = 0, so ist die Gleichung des Teilpunktes — ) 0.

Da der Schwerpunkt den Abstand dieses Punktes und des Punktes
A; = 0 im Verhiiltnis 1 : 2 teilt, so ist die Gleichung desselben

A1+A2+A3=0
"‘—‘-‘“‘_—‘3 .

320. DieGleichung desvierten Eckpunktesist— 4,4 4,4 45;=0,
oder A, — A, + 4; =0, oder 4, + A, — A3 = 0, je nachdem
derselbe dem ersten oder dem zweiten oder dem dritten der ge-
gebenen Punkte gegeniiberliegt.

321. A4, —FkA,=0.

322. Bezeichnet man die Entfernung des Punktes 4, —k A4,=0
von 4, = 0 mit d;, von 4, =0 mit d,, so ist d, : dy =F: 1.

Ist % negativ, so liegt der Punkt zwischen den gegebenen
Punkten, ist dagegen % positiv, so liegt er aufserhalb. Welche
Lage hat der Punkt fiir ¥ = 0, welche fiir ¥ = o0?

323. Es muls kA, + kA, + ks d; =0 sein. %, &y, &
sind beliebige Konstante. Vergl, Losung 107.
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324. DieGleichungen der unendlich fernen Punkte der Seiten sind:
A — A, =0, Ay — A, =0, Ay — A, — 0.
Da A, — A, 4+ 4, — 4; -+ A; — A, = 0 ist, so miissen die
unendlich fernen Punkte der drei Seiten in einer Geraden liegen.
325. Die Gleichungen der Teilpunkte sind:

4, — B4 —0 4, — P4, =0, 4,—2 4,—0.
q3 i1 9z
Da
4, — %’3@ + %:(Az — %As) +1;—:% (A3 - %’—Al) = 0 ist,
so liegen die drei Punkte in einer geraden Linie.
326. Dem Werte k = 3 entspricht der Punkt
tut+Pov+1=0,
em Werte &k == — 7 der Punkt
et Yo41=0.
327. Der Abstand zwischen den beiden Punkten 4, = O und

A, = 0 wird von dem Punkte 4, 4+ k4, = 0 im Verh#ltnis & : 1
von dem Punkte k¥4, 4+ A, = 0 im Verhiltnis 1: % geteilt.

328. Es ist
2(4u+ 20+ 1)=5u — 40+ 14 1(3u + 8v41)=0,

—1(u+ 200+ 1)=5u — 40+ 1—2(8u 4 8v-41)=0,

demnach hat das Doppelverhﬁltnis;% den Wert — 1.
2

329. Man findet leicht, dafs
3(33u +4v+1)=8u—20+14+24u+4+T041)=0
ist, also ergiebt sich als Gleichung des gesuchten Punktes
Su—2v+4+14+54u-+Tv+1)=0
oder 3%u -+ 53v 4+ 1=0.
330. Setzen wir
f(4y — hydy) = 4; — k Ay — 1y (4; — k,4,) =0,
94y — hydy) = A, — b Ay — 1y (4; — by 4y) = 0,
so finden wir den Wert des Doppelverhiltnisses
" __hl _kl,k2_k1
;;_hl_k2.h2-k2,
oder in abgekiirzter Form (% %y; hyhy). Vergl. Liosung 242.
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331, Esistk =—1, ky =238, ky, = §, hy = %, demnach
der Wert des Doppelverhiltnisses
(kg Fog5 By hy) = .
332. Dak, =1, ky=2%, b, = % ist, so ergiebt sich zur
Bestimmung von k, die Relation
=3 hh—3%
oo
woraus h, = % folgt. Die Gleichung -des vierten Punktes ist so-
nach — 2u — 47v + 1 = 0.
833. hyhy — % (kg + hs) (ky + k) + ke ky = 0. Vergl. Lis. 251.
334. Zuntichst ist festzustellen, dals die gegebenen Punkte
auf einer Geraden liegen, dann findet man
W (Tdu— o+ 1)=11u—20+14+§Bu+v-41)=0,
3Bl — 1To 4+ 1)=11u — 2041 — F (Bu+ v+ 1) =0.
Der Wert des Doppelverhiltnisses ist = — 1, die Punkte sind also
harmonische.

335. Wir betrachten zuniichst die beiden ersten der ge-
gebenen Punkte als zugeordnete Punkte.
Da

3(27u +85v+1)=Tu+3v4+1—4Qu—5v+1)=0
ist, so ergiebt sich als Gleichung des vierten harmonischen Punktes

Tu+3v4+14+4Qu—50+4+1)=0
oder Afu — v + 1 =0.

Es seien ferner der zweite und dritte Punkt zugeordnete Punkte,
dann findet man leicht, dafs

$(Tud3v+1)=2u—5v+ 1+ 3(27u+ 350+ 1)=0;
also ist die Gleichung des vierten harmonischen Punktes
2u — o4+ 1 — 127w+ 35v 4 1)=0
oder — 6%u — 184v 4+ 1 =0.
Ist endlich der dritte Punkt dem ersten zugeordnet, so ergiebt sich
—4(2u — 5v 4+ 1)=27u~+350+1—5(Tu+43v41)=0,
demnach erhilt man als Gleichung des vierten Punktes
27u + 350 4+ 1+ 5(Tu + 30+ 1) =0,
oder 104y 4 834v 4 1 =0.
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336. A4, — A, = 0. Daraus folgt: Halbiert ein Punkt den
Abstand zweier konjugierten Punkte, so liegt der ihm zugeordnete
Punkt in unendlicher Ferne.

337. Da die beiden gegebenen Punktepaare auf einer Geraden
liegen, so lassen sich die Gleichungen des zweiten Punktepaares
durch die des ersten ausdriicken. Es ist n#mlich

—3(6u+ov+1)=2u+ 904+ 1—4(5u+ 30+ 1)=0,
—30u—5v+1)=2u+9v+1— F(bu+ 3v41)=0.
Zur Bestimmung der Parameter s, und h, des gesuchten Punkte-
paares ergeben sich demnach die Gleichungen:
b ety
Iy ’ hy — 71' hz - %
deren Wurzeln B .
ro=—+V7, r,=F V7 sind
Die Gleichungen des gesuchten Punktepaares sind somit:
2u 490+ 1+V7(u+ 30+ 1)=0,
2u 4 9v4+1 —VY7(B5u-+ 30+ 1)=0.
338. Es ist »
4(5u~+38v+1)=2u+9v+14+306u+t+v41)=0,
—40Ou—5v+1)=2u+9v+1—%(6u+v41)=0.
Mit Hilfe der Parameter findet man die Gleichungen des Punkte-
paares:

_1,

2u49v41—i Y7 (6uto+1)=0,
Qu+49v4+ 14+ iV7 (6ut v+ 1)=0.
Beide Punkte sind also imagindr.

339. Da
1Gu+3v+1)=2u4+90v+ 1+ (9w — 5v+4 1) =0,
t6u+ v+ 1)=2u+9v+14+40%u —50+4+1)=0

ist, so ergeben sich als Gleichungen des gesuchten Punktepaares:
2u 4904+ 14+ 1(9u— 504 1)=0,
20—+ 909+ 1 —109u —5v + 1) =0,
d. h. der erste Punkt halbiert den Abstand je zweier zugeordneten
Punkte, der zweite dagegen liegt in der Unendlichkeit.
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340. Liegen die beiden Strecken, von denen jede von einem
Punktepaar begrenzt wird, ganz getrennt, oder liegt die eine voll-
stindig- in der andern, so sind die beiden Punkte, welche beide
Strecken harmonisch teilen, reell. Liegt dagegen die eine Strecke
zum Teil auf der andern, so sind die beiden Punkte, welche beide
Strecken harmonisch teilen, imagingr.

341. Sind %,, %, die Parameter des Punktepaares, welches
zu den gegebenen harmonisch ist, so miissen dieselben folgenden
Gleichungen geniigen:

byky — 3 (k1 + kz) (k1 + hz) + hyhy =0,

kyky — 3 (b + &) (hs + h4) + ghy = 0,

kyky — % (ky + k) (s + Bg) + Rshg = O.
Daraus ergiebt sich durch Elimination von %, ¥, die Bedingungs-
gleichung der Involution

1 1 1
by +hy Ry~ hy hs A+ hg | =0.
hyhy hgh, hyhg
342. Die Parameter der gegebenen Punkte sind:

By=3,hy=—2, hy=—1, by =13, by =2, hy = — }}
1 1 1
Da 3—2 —1+43% 2—3 =0
-6 —% —#

ist, so bilden die drei Punktepaare eine Involution.
343. Man bestimmt zunichst die Parameter der gegebenen
Punkte; diese sind:
=%, =% h=2, =3, hy=—2.
Zur Berechnung des Parameters des sechsten Punktes erhiilt man
dann die Gleichung:

11 1
% %'—2_’_“’ =0,
3+ 3 — 2%

woraus sich = %3 ergiebt. Die Gleichung des sechsten Punktes

ist demnach
— 131w — 2670 4 1 =0.
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344. Da
—86u+t+v+4+1)=2u-+9v+1—4(5u-+38v+4+1)=0,
—3$0u—5v4+1)=2u+9v+1— F(bu+3v4+1)=0

ist, so erhélt man zur Bestimmung der Parameter der Doppel-
punkte die Relation

I 1 1.1
0+o00 5% 22| =0,
‘ 0-00 7 x?

also ist # = + /7.
Die Gleichungen der Doppelpunkte sind:

2u 490+ 1 —V7(5u-+ 304+ 1)=0,
2u+ 9y 4+ 1 +V7(5u+ 3v 4+ 1) = 0.
Dureh Vergleichung mit Loésung 337 findet man, dafs die Doppel-

punkte zugleich diejenigen Punkte sind, welche zu jedem Punkte-
paare der Involution harmonisch sind.

345. Die Zahl der Doppelpunkte kann nicht grofser als 2
sein. Vergl. Losung 274.

346. 2u — 50+ 1=0.

347. Der gesuchte Punkt halbiert den Abstand der beiden
Doppelpunkte und besitzt demnach die Gleichung 8% — 2v 4 1 = 0.

348. Je zwei zugeordnete Punkte der involutorischen Punkt-
reihe liegen symmetrisch zu dem endlichen Doppelpunkte; d. h. der
Abstand je zweier zugeordneten Punkte wird durch den endlichen
Doppelpunkt halbiert. Die Involution wird in diesem Falle eine
symmetrische genannt.

349. Die 4, = 0, 4; = O u. s. f. zugeordneten Punkte der
Involution fallen alle mit dem Punkte 4, == O zusammen.

350. Sind k,, &y, by, hy die Parameter von zwei Punktepaaren
der involutorischen Punktreihe, so mufs

(oy by — Rylg)® ~+ Ry ly (g ~+ Ro)* + Ry by (by + &y)?
— (hyhy + Ryky) (by - Fy) (g + 1) <O

Hochheim Aufgaben a.d anal. Geometric. T, B. 5

sein.



66 Der Punkt.

351. Betrachtet man die beiden ersten Punkte als Funda-
mentalpunkte der Reihe, so ergiebt sich

—3(12u 4110+ 1)=5b6u—38v+ 1 —F(Tut+v+1)=0,
—1(9u—+ v+ 1)=5bu—3v+1—2(Tut+v+1)=0,
2(2u— 99+ 1)=5u—3v+1—3(Tuto+1)=0,
— 311w+ v+ 1)=5u—3v+1—3(Tut+v4+1)=0,
2(6u— v+ 1)=5u—3v4+14+1(Tutv41)=0,
(O u— 1o+ 1)=56u—8v+4+1—3Tu+t+v-+1)=0.
Bezeichnet man dann mit 7, und I, die Parameter der gesuchten
Punkte, so erhilt man zur Berechnung derselben die Relationen
looly =14 73110, —47(,, + L)+ 83 = 0.
Daraus folgt: Es existiert nur ein einziges Punktepaar, welches
sowohl mit den beiden ersten, als auch mit den beiden letzten
Punktepaaren eine Involution bildet.
352, Da
a4 bv + 1 =k (q,u + bo + 1) + &, (a,u 4 byv + 1)
+ ks (aze + byo + 1) =0
ist, so ergebensichzur Bestimmung der Gréfsen k,, k,, %, die Gleichungen
kyay 4 kyay + kyay = a, kb + k0, + kyby =0,

ky by + by = 1.
Aus diesen folgt: :
a ay dag [a a ay
1 1
kl—:;z b b2b3,k2-——=2—}blb by |,
111 111
. a, ay a La, ay ay
k3==2 by by b |, wod==1b b, by | ist.
111 111

Anmerkung. Dividieren wir die gewonuene Gleichung
ky Uy + kyUy + ks Uy =0
durch [/17‘_ :{?1? und fithren statt der Quotienten
U U, U,

——e ey S S

1
———— o y Ty
Vu? + o Vo + o YV + o7
die Bezeichnungen u,, u,, 45 e¢in, so nimmt die Gleichung des Punktes
die Gestalt Ty, + kyuy + kyuy = O an.
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353. In dem Fundamentaldreieck, dessen Eckpunkte U,, U,, U,
sind, werde die Linge der Seite U, U; mit I, die von U; U; mit I,
die von U, U, mit l; und die auf diesen Seiten stehenden Hohen
mit A, hy, hy bezeichnet, ferner seien d,, dy, d; die Abstiinde des
Punktes A, welcher der Gleichung &, u, -+ kyus + k;u; = O ent-
spricht, von den Seiten des Fundamentaldreiecks.

Es ist nun nach der Lgsung der vorigen Aufgabe

=2U,U,U;, 4k = 2A4U,U;,,
Aky = 2U, AU;, Adky = 20U, U,A.
Die Einsetzung dieser Werte in die Gleichung des Punktes ftihrt
zu folgender Form

1,4, lyd, lyd,
— U == 2ty == 0
bhy ot Uy “ lyhy s ’
d d, d,
oder 7;— u, 4 7{:— "y + 7;7 tty == 0.

uy, thy, g sind die Abstinde der Eckpunkte U,, U, Uj; von einer
Geraden, welche durch den Punkt A geht.

Durch Vergleichung mit Losung 285 gelangt man zu fol-
gendem Resultate:

Der Gleichung Z—I u, + % iy -+ Z—"’ ug == 0 entspricht ein
1 2 3

Punkt, wenn w,, ,, u, Linienkoordinaten sind, dagegen eine Gerade,
wenn d,, d,, dg als Punktkoordinaten betrachtet werden.

L R R R R A R R T R
Tosl Te, ) ,k’].’i
i l/2 l'3 I |r3 \l ‘ l l/2 i
Uy Uy TN T ETAEE T
2 3 | Yy 51 ' Uy 2 __
355. P A |, Ly =0,
Uy Uz | Lug oy | oy Uy |
ky Ky kg ’

|

366. |k Ky Rk = 0.
k7 k" ks |
35T, kyuy - kguy + kyrg + 4 (B 0wy + K1y + kg ug) = 0.
358. Zieht man in dem Abstande d zu der Geraden, deren
Linienkoordinaten u,, uy, u, sind, eine Parallele, so sind die Linien-
koordinaten derselben:

wy, - d, uy, + d, uy + d

5
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Da diese (lerade die erste in dem unendlich fernen Punkte der-
selben schneidet, so mufs dieser Schnittpunkt auch der Gleichung

ky (uy 4 @)+ Fy (uy + d) + ky (us + d) =0
oder Eywy + kyug + ksus 4+ d (B, + ky + k) =0
entsprechen. Daraus folgt:
ki, = kyuy - kgug = 0
ist die Gleichung eines unendlich fernen Punktes, wenn

B4k + By =0
ist.
359. Die Gleichung eines Punktes ist
d d. d,
ﬁul -+ 23212 + iug == 0.
Da fiir den Schwerpunkt
dith =dy:hy=d3:hg=1:3
ist, so ergiebt sich u, 4 uy 4 u; = 0.
360. Bestimmt man die Abstinde des Mittelpunktes von den
Seiten des Fundamentaldreiecks, so erh#lt man die Gleichung
w R cos A  uyRcos B | ugR cos C
1 R e
hy hy hy
welche sich durch einfache Umformung auf die Gestalt
u; sin 24 -+ u, sin 2B 4 uy sin 20 = 0
bringen lifst. (4, B, C sind die Winkel des Fundamentaldreiecks.)

361. Driickt man die Abstiinde des Punktes von den Seiten
durch den Radius des umschriebenen Kreises und die Winkel des

Dreiecks aus, so ergiebt sich

2R costhz?iQ " + 2@,@3}2:4 wsC,, 4 2BosdesB
. .

2 by
oder

u, tg A+ u, tg B+ uytg €= 0.

362. Multipliciert man in der Determinante
1 1 1|
tg 4 tg B tgC '
sin 24 sin 2B sin 20 l

die Glieder der ersten Zeile mit 2 sin A sin B sin €' und subtrahiert
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dieselben von den gleichstelligen der dritten Zeile, so nimmt die-
selbe nach wenigen Umformungen die Gestalt
1 1 1
—1 tg A tg B tg C
9sin A cos B cos C 2 cos A sinBcosC  2cos Acos BsinC

an oder
1 1 1]

— 2cos Acos Beos C |[tg A tg B th’l———O.
tgA tgB tgC
Nach Losung 356 liegen demnach die drei Punkte in einer

geraden Linie.

: 9 e L
363. u I, + uy iy + ug T 0
oder uy sin A -+ u, sin B o g sin € = 0.

A B C
364. u, cot 0 ~+ uy cot 5 -+ uy cot 7= 0.

365. Es ist
1 1 1

gin 4 sin B sin C

cot f;— cot z;— cot 5
1 1 1 |
=|—2c0s 4 siri3 sing — 28in = cos— sing- — 2sin 4 sin—é‘ coai‘
2 2 2 2 2 2 2 2 2!
cot —4 cot ]i cot — '
2 2 2 ;

1 1 l,l

2'A'B'—ct t cot == 0
53111251112sm2 ot - cot 5 | =0

coté otB cot
g 'y g

366. Bezeichnen wir den gesuchten Abstand mit %, so ldflst
gich die Gleichung des Punktes auch in der Form

L ) 2 1) P B =0
1 2 3
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schreiben; daraus ergiebt sich

d 7 d ’ d ’

iul_l— i“2+i”‘3
9

dy |
hy +h2 + hy

k=4 Vergl. Los. 311.

Der Kreis.

367. Die Gleichung des Kreises ist

(6 — & + @ — 0 ="
Beispiele. «) 2® 4 y* = 81;

B) (@ — 1) 4 y* = 9;

) @ + (o + 2 — 1215

5 (@4 4 + (y— 17 = 1.
368. Der Gleichung

A+ By + Cay + Dz + Iy + G =0
entspricht ein .Kreis, wenn 4 = B und C = O ist.

. i . . L M
369. Die Mittelpunktskoordinaten sind — 54 T 94’ der

e
4 [-‘ — s
Radius gleich ]/1 + 2 5 4AN-

4 4%
Ist N=0, so gebt der Kreis durch den Koordinaten-
anfangspunkt.

Beispiele. o) a— — 4, b=23, r=V)28;
B) a —— 35, b= — 6, r =146,25;
y) a=—25,b=15, r=V45.
570. Die beiden Kreise sind konzentrisch, wenn
1A1A2I =0 und !A‘A2 =0 ist.
| By B, I 1€y Gy

371. Der Gleichung (x — a)?+(y — b)? = O entspricht ein
Kreis, dessen Mittelpunktskoordinaten «, b sind und dessen Radius
gleich O ist, also der Mittelpunkt (@, b) selbst. Da die gegebene
Gleichung sich auf die Form

{e—a) + @ —0)i} {&—a)—(y —b)i} =0
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bringen lifst, so kann man auch sagen: der Gleichung entsprechen
zwei imaginire Gerade, welche durch den reellen Punkt (a, b)
hindurchgehen.

372. Der gegebemen Gleichung entspricht in diesem Falle
kein reelles Gebilde.

873. Die Kurve ist ein Kreis, dessen Mittelpunktskoordinaten
®, = %, y, = § sind, und dessen Radius == ist.

374. Die Gleichung der Centrale ist

3y — 2u = 29,

die Li#nge des Lotes = 8,04315.

375. Da
&ty + Aa+By+ O+ k@ A+ g+ dyo -+ By + )
0 (1R 9" (A1) (A Ay) -y (B, A1 B,) - O, Cy=0

ist, so entspricht dieser Gleichung ein Kreis, der durch die Schnitt-

punkte der beiden Kreise
2+ + Az + By + € =0,

w* +y* + Ayw + Byy 0, = 0
geht.

376. ¢ — 299, cos (p — o) + o,° =1~

317, (v — 8+ (& — 7)* = 49.

378. Die Gleichung bleibt unverindert.

379. a4y’ +2V2a +9V2y —3=0.

380. (x—aY+(y—0PF+2@—a)(y—>0)cosa=s"
381. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind:

@, = p cos « + Vr* — psin e,

y, = p sin @ = Vr? — p?eos a.
So lange p < 7 ist, schneidet die gerade Linie den Kreis in zwei
reellen Punkten. Ist p =, so fallen die beiden Schnittpunkte
zusammen, die gerade Linie bertihrt den Kreis. Fir p > » sind
die beiden Wurzeln'imaginﬁr, die Gerade schneidet also den Kreis
in zwei imaginiren Punkten.
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382. a) @, — _M”i‘/f_ﬁ J'J[;MZ)_"z ,
n+MYrt (1 + M) — n?
S QR 7 '

Die Gerade ist Tangente des Kreises, wenn
r? (1 4 M?) = n? ist.
2y
) gy = v +pVr* [CETIRYTS

¥+
pq—l-QVr“’(p + &) — r*¢°
e »+4
Beispiele. a) z, = 12, Yy, = 5;
@, = 10,12, y, = — 8,16.

b) Die Gerade beriihrt den Kreis in dem Punkte
ay =8, y; =86.

¢} Die Schnittpunkte sind imaginiir:

— 46 42671 92 + i /671
=== 9 = — .

Zy,, 5 Y,=~ 5
383. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind:

. 2MN — BLM + CI?
T T + ( 12+ I° )

n MV}(2MN—-BLM+ C1?)? +(BLN—IL*F— N‘)(L2+M'3)

T7 I* + I

9MN — BLM + CL?
=1 ( 4 I )
. V}(2MN BLM+CL? +(BLN—-L2F—-N2)(L2+M2)
L2 + M2

der Abstand des Mittelpunktes von der Geraden ist
 2N—LB—MC

d=1%
VL + 2
Beispiele. a) ¢, = 10, y, = 9;
@y = 14, y, = — 3%

b) Die Gerade beriihrt den Kreis im Punkte
r=9, y =0
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384. a) Die Linienkoordinaten # und » miissen der Be-
dingungsgleichung
(a4 + byo + 1)°
w? 4 o? B
geniigen. Diese Relation ist zugleich die Gleichung des Kreises
in Linienkoordinaten.
b) Die Konstanten mtiissen den Gleichungen
2BF —DE=0,D*— E*=4F (4 — C)
gentigen. Die Gleichung des Mittelpunktes ist Du—-Ev~2 F=0.
D — 4AF
aFr
385. Die X-Achse wird in den Punkten —— 3 und — 19,
die Y-Achse in den Punkten 9 - 2 V6 geschnitten.
386. 2?4 y? — 14z — 14y -+ 49 = 0.

BC +2YAF (B* — 4 AF + (%)
4AF — OF

2 __
re =20

ry =

387. y=u

Beispiele.
77 + 3)/161
112
b) Der Koordinatenanfangspunkt liegt in der Kreisfliche, daher
lassen sich von ihm aus keine reellen Tangenten an den Kreis

a) y ==

ziehen. Die Gleichungen der imagintiren Tangenten sind:

— 15+ 3i /183

52
388. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind:
p=—28, y =171,

Ty =277, Y= — 101&7,

demnach die Linge der Sehne == 20,2368, der Centriwinkel
= 144° 18,

389. Die Gleichung der Sehne ist

19y + (5 — 21/30) @ = 35 -+ 24 /30,

der Inhalt des Dreiecks gleich % (85 + 24 V30) O.

390. Die Gleichung der Sehne ist

5y — 4z -+ 71 =0,
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die Koordinaten des zweiten Schnittpunktes:
5y — 431, 9y = — 1041
391. Betrachtet man y— y, = tg « (x — #,) als Gleichung
der gesuchten Sehne, so dient zur Bestimmung der Unbekannten

tg « die Relation
ry bg e — Y

Vi+tgfa
Da sich aus derselben zwei Werte fiir tg o ergeben, so werden
sich zwel Sehnen ziehen lassen, welche der Anforderung geniigen.

— 14 1
Beispiel. y — 4 — ijt_f{]/ 041,

392. yy, + »x, = 2," + y,%
Beispiel. 3z — 5y = 34. Die Koordinaten der Schnitt-
punkte dieser Sehne und des Kreises sind:

*y, =3 + 45 V’JE: Y, = — 5+ 271/3’%—
393. zx, - yy, = r*
Beispiele. a) 8z - 17y == 353.
b) 9z — 13y = 250.
¢) 11z + V222 y + 343 =
394, Die Liinge der Tangente ist

l—"”_Vxl +J1

Ly Yy &y ?/1

die Gleichung der Normale

/,.3

Yy ==
&y

1
Beispiel. 1= 1—62—1—/28— 7y + 3x = 0.

395, (z — ) (@, — o)+ (y — B) (v, — B) ="
Beispiele. a) 82 -4 7y = 97, 8z — Ty = 209.
b) 8z + Ty = 93, 3x — Ty = 65.
¢) @311 y=102 F 33 V1L
396. Die Gleichungen der Tangenten sind:
“6m 4 By = 114, 65— by = 44,
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die Abstinde vom Koordinatenanfangspunkte:

114
——— und 4

4
ver Vel

die Abschnitte zwischen den Koordinatenachsen:
2% V61 wna 2 VL.
397. Die Tangente des Winkels ist gleich
Az, + By, + 20
Ay, — Bz,
die Gleichung der Normale
(2%, + Ay — (29, + B)x = Ay, — Buz,.
Beispiel. tg o = $3, <Cop = 65° 11" 97;
3y — Tz + 43 = 0.
398, tg g, = — &, o, = 129° 48" 207,
tg gy =14, Lg,= 50° 11" 40".

399. y =2z 4 13 + 6V/5.

400. Die Gleichungen der Tangenten sind:
y(3V3—4)— a4 +3V3) =+ 1058,
y(AV3+3)—a(4 —3Y3) =+ 10V58.

Ist die gegebene Gerade die X-Achse, so sind die Gleichungen:
y=uzV34 2 V58,
y=—a}3 -+ 2V58.

401. Es ergeben sich zwei Sekanten, deren Gleichungen sind:

4y — x =17, y + 4z = 40.

402. Die Gleichungen der Tangenten sind:

+ 5 V247 + 32 = 304,
also die Tangente des eingeschlossenen Winkels

tg p = 31/3} » demnach <C ¢ = 21°36" 50"
- A e
( >( 2\)+<l‘/1+§>(y2+_2_>
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Die beiden Tangenten laufen parallel, wenn

B B
?/1"‘"5_?/2""5

A A
x1+§ m2+§

ist, d. h. wenn die nach den Beriihrungspunkten gezogenen Radien
in einer geraden Linie liegen; dagegen stehen sie lotrecht zu ein-

ander, wenn

B A
.7/1+§ “’2+§
4~ 7 B’
xl+§ 1’/2+§

d. h. wenn sich die nach den Beriihrungspunkten gezogenen Radien

rechtwinklig schneiden.

404. Sbtg = 10.

A2 L P2 A A2 2
106, ) Ty WVAEFAC, ) nVAEHAC,
2(x1+‘2‘) 2<y1+—2—>
B A
Y (?/1 + 72') Yy (ml —+ _é)
C) Sbtg= ——— yi —3 d) Shn=- A,__#B_* .
Zq + 9 Y + 2

Beispiel. Tg = 3158, N=4 V58,
Sbtg == 21,  Sbn = 3§

406. Tg = V(x, — a)* + (y, — b)* —*.
Beispiel. Tg = /427 = 20,664.

407. Man erhilt zwei Punkte, deren Koordinaten sind:
=1, ¥y =235
0y = — b3y, Yo = 934

408, 2*+y'=p(»+ 9.

409. 2?4 y? = 2,5.

410. Der Abschnitt auf der Tangente ist gleich 2y, d. h.
gleich der doppelten Ordinate des Berithrungspunktes.
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411. Die Tangenten entsprechen der Gleichung

A T
11_V1 20 (x — ).

Yy—Yy = 2"—‘5012

r

Die Koordinaten des Beriihrungspunktes sind:
_ P e Vi =

&, L]
? v+ a®

Yy, = 'y 4 ray V%z + z° — ’”2,
g ?/12 -+ x12

Die Tangenten sind also nur dann reell, wenn z,* + y, > 2 07 st
Beispiel. 87y— (176 52/13)z =+ 832 /13 —1859;
. 208 -+ 447/13 /I 13 64 Y13,
2 a9 BT 29
412. zz, + yy, =~
Beispiele. a) 13z - 2y = 49.
b) 5z — y Y105 = 130.
Der Pol (#,, %) liegt auf der Peripherie des Kreises, die Polare
beriihrt in diesem Falle den Kreis in diesem Punkte.
c) 4y — 122 = 289.
Liegt also der Pol in der Kreisfliche, so dafs sich von ihm aus
keine reellen Tangenten an den Kreis ziehen lassen, so ist doch
die Polare eine reelle Gerade.
413. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind:
' 363 4 1327 )/3
. -

A
484 T 198 i V3 .
.7//23 = 13

Die Wurzeln sind imaginiir; der Kreis und die Polare haben also
keine reellen Schnittpunkte.

414, z=r.
415, (& — o) (5 — @) + (1 — B) (1, — B) =%
Beispiele. a) 8z 4 22y -+ 5 =0,

b) 1562 — 2y + 63 =0,

e) 11z 4 6y — 68 = 0.
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416. Da der Punkt (@, b) als ein Kreis mit unendlich
kleinem Radius zu betrachten ist, so ist die Gleichung desselben
(x—a)®+ (y — b =0,

also die der gesuchten Polare
(x_“)(xl_“)"'(?/—b)(yl"’b)"—“o'

Daraus folgt: Die Polare des Punktes (z;, ;) beztiglich des Punktes
(a, b) geht durch den letztern Punkt und steht auf der Verbin-
dungslinie beider senkrecht.

Beispiel. Ta -4 5y — 18 =0.

417. Die Gleichung der Polare des Punktes (z,, y;) beziiglich
des Kreises

(14 +y* (1) + (4, + kAy)x— (By=+kBy)y 40,4k C,=0

ist

A +5 B,+4kB, C, C,
xwl+2(1++,)< R e (AN Gttt
Diese geht fiir ¥ = — 1 iiber in

(4, — 4,) (90 + z,) + (B, — B,) (y + v) + 2 (¢ — Cy) =0.
Die Gerade G liuft der Polare parallel und halbiert den Abstand
des Poles von der Polare.

Beispiel. bax — 3y — 6 =0.

418. Die Polare fillt mit der unendlich fernen Geraden zu-

sammen.
419. Die Richtungskonstante der Polare ist — z’ % die
9 T
— b
der Verbindungslinie %L:——- Beide Linien schneiden sich also

unter rechtem Winkel.
420. Die Abschnitte, welche von der Polare auf den Koor-
2 2

dinatenachsen gebildet werden, sind —:;— und 5- Die L#ngen -dieser
1 1

Strecken lassen sich mit Leichtigkeit finden und zur Konstruktion

verwenden.

421. d=

7.2

V(e — af + (@ — )
492. Die Koordinaten des zugehorigen Poles sind:
,,,2 M 7.2

€Xy = — —3 — s
1 " Yy "
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Beispiele. a) x;, = 12, y, = — 4;
b) z, = 6%, y; = — 15%;
¢) x, = — 3b19, y, = 284
423. a) Die Koordinaten des Poles sind:
Lr? My
® =a— I

Tafmo+ 8 "' T Laf w4 N
b) die Gleichung des Poles in Linienkoordinaten ist
wla(ua 4 b+ 1) — 2w} + o{b(wa+ o0+ 1) — o,
+ wa 4+ 0,04+ 1=0.
Beispiele. 1) z = 29,5, y, = 9,25;
2) @ =374}, ¥y, = 294
424. Die Koordinaten des Schnittpunktes sind:
r = — 24y, 5, — 144
425, Die Polare ist ein Durchmesser des gegebenen Kreises,

der zugehdrige Pol liegt in der Unendlichkeit.

426. », = a, y, =b. - Der Pol fillt mit dem Punkte zu-
sammen, wenn der letztere nicht auf der gegebenen Geraden liegt.
Geht dagegen die Gerade durch den Punkt (a, b), so ist die Lage
des Poles unbestimmt. Der Ort desselben ist das in («, b) auf der
Geradem errichtete Lot.

427, x, = 61§, y, = — 1434
428. Die Koordinaten des konjugierten Poles sind:

s y r?y,
Xy == —F5———5? , == —— .
2 3 2’ Yo ) 2
z® + Yy x4+ y,
2 2
rex r
429, Ly = —p——s o,

: @’ + .7/12, %= x4y,
430. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist
N1M2“N2M1 L, Nz—Lsz
L1M2 - L2M1 “ + L1M2 ”“L2M1 o + r=o
d. i. die Polare des Mittelpunktes des Biischels bexztiglich des
Kreises. Dreht sich also die Polare um einen festen Punkt, so
bewegt sich der Pol auf der Polare des festen Punktes fort.

431. Die zugehorigen Polaren entsprechen der Gleichung
#, (Mz — Ly) — Ny — BMr? =0,
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worin #, alle moglichen Werte besitzen kann; sie gehen also alle
durch den Punkt
L#? Mq?
v T TN
Welcher Satz folgt daraus?

432. Der Einfachheit wegen nehmen wir an, dafs der Punkt
P mit dem Koordinatenanfangspunkte, die Sekante mit der X-Achse
zusammenfillt, dann sind die Abscissen der Teilpunkte:

2 2 2
a® 4 b —r — 5
&y =O, Ly == —- — x34 =a+ '/7*2-_172.

a

x2=—-

Setzt man diese Werte in die Gleichung (1) der Losung 189 ein,
so geht dieselbe iiber in eine identische.

483. Die beiden Punkte liegen auf der X-Achse und be-
sitzen die Abscissen:

et —rf4 V(r2 -+ a?— r12)2 — 4a2r2,

o= 2a
124 — 2—V(1~2+ o — r 2} — datr?
1 \ 1
x2 = — T 7é‘ci_' *

Die beiden Punkte fallen zusammen, wenn ¢ -+ » = r, ist, d. h.
wenn sich die beiden Kreise einschliefsend oder ausschliefsend
beriihren.

434. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind:
- (") (v —5)+ (%" +=,") (s—y)+ (95" +25%) (9, _‘%),
2 {yy (wy — m3) F- 9 (205 — )+ 95 (2 — ay) |
f— (5,2 + 2,%) (wp—a) + (9" +2.%) (w—2,) + (y5°a25%) (0, —23).
2 (1, (wy—a3) 9o (5 — 1) 5 (2, — @y) |
Den Radius # bestimmt man durch Einsgtzung dieser Werte in
die Gleichung

(0 — ) + (4 — B ="
Die Lage des Kreises ist durch die drei Punkte vollstéindig be-
stimmt, da sich mit Hilfe der Koordinaten drei Gleichungen zur
Bestimmung der drei unbekannten Konstanten aufstellen lassen.
Liegen die drei Punkte in einer Geraden, so ist

yy (2 — @) 9y (05 — 2) + 95 (w, — 2,) = 0 (vergl. Lis. 51),
also werden o, § und » unendlich grofs. Es ergiebt sich also ein



Der Kreis. 81

Kreis mit unendlich grofsem Radius, dessen Mittelpunkt in der
Unendlichkeit liegt.
Beispiele. a) #* 4 9 — 52 — 12y = 0;
b) (¢ — 1,8)* + (v — 3,5)" = 13,94;
¢) a® + y* — 142 — 4y — 5 =0.
435. Die Gleichung des geometrischen Ortes der Mittel-
punkte ist
2z (v, — @) + 29 (v — v) = 2" — o + " — 9
Derselbe ist also eine Gerade, welche die Verbindungslinie der
gegebenen Punkte unter rechtem Winkel halbiert.
Beispiel. -8z 4 6y + 17 = 0.
436. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind:
M{(“’z — a8+ @ —u") + 2N (@ — 3/1)
2{M(ey — ») — Ly, — y)}
b— L{(x® — 2%+ (4" — 9"} + 2N (= — -’”1)
2{L(ye — ) — M(zy — 2,)}
Den Radius des Kreises erhiilt man durch Einsetzung dieser
Werte in die Gleichung

(7 — a)? + (yy — b2 =1~
Beispiel. 2?4 9 — 142 — 4y — 5 = 0.
437. Man erhilt zwei Kreise, welche der Aufgabe geniigen.

Die Gleichungen derselben sind:

(z— 5)"+ (v + 8)* = 169,

(. — 22)2 4 (y — 9)? = 169.
438. Die Koordinaten des Mittelpunktes sind:

Ng — Ny Myny — Myn,

== ' T =

und der Radius:

2 Mny, — Mw,)
r ]/wl M M2)+<y’ M, — M,

Beispiel. (z — 1) 4 (y — 4)* = 20.
439. (2> +9,") {@(ys —vs) + s (?/4“’?/1) + 2, (Y3—vs) }
— (@ +9o") {25 (va—y0) F 21— 92) + 21 (45— 94)}
A+ (° 4 95%) {2y (91 —p0) F 2, (42 —s) + 2 (¥s—9) )
— (22 494" {2 (92 —s) 2 (45— 9D+ 903(3/(13‘—.7/2)} =10.

Hochheim, Aufgaben a. d. anal, Geometrie. I. B.
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440. BEs lassen sich zwei Kreise konstruieren, welche den
Anforderungen der Aufgabe geniigen; dieselben entsprechen der
Gleichung

o 4y —2(z+y) (@ +u il/%:?/:) + (219 iVQwJI)Z =0.
Beispiel. 2?4 y*— 30 (z+y)+ 2256 =0,
?4+y— 6(@+y)+ 9=0.
441. Man erhilt vier Kreise, welche der Gleichung

- 2 2 2
Ry aVarr— 4y V4t —at 4 43;"*——*‘(1 T¥) _ 0

entsprechen. Die Losung der Aufgabe ist nur moglich, wenn

2 2
2> (%) und > (—g—) ist.

. 5 - — 1
Beispiel. #* + 9>+ 8V 3z + Y187y + _Z?i = 0.
{Lz, + My, 4+ N}?
442. (x—2)+ @y —y) = ! 17 + }nz .
Beispiel. (5—5)+(y—3)! = 2.
443. Bs lassen sich zwei Kreise konstruieren. Die Glei-
chungen derselben sind:

(o — 2" + (y — 4)* = 100,
(# — 18)% + (y — 16)* = 100.
444. (¢ — 1) 4 (y — 6)* = 25.
445. Es giebt zwei Kreise, deren Gleichungen sind:
(o + 5 + (y — 7)* = 169,
495 4 240 ¥/30)* 343 + 576 /30"
{x -+ ___1:1_6_5__1/_9} _]_{y — _+_16§__1/__} = 169.
446, Zieht man in der Entfernung }/130 Parallelen zu der

Geraden 9z -+ 7y = 98, so erhilt man g. O. fir den Mittelpunkt,
deren Gleichungen

9z + Ty = 228, 92 4 Ty = — 32
sind. Man findet also zwei Kreise, nimlich

(6 — 274 + (v + 243)* = 130
(# — 5)* + (v + 11)* = 130.

und
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47. (x— 3+ (y — 1)* = 185,
1799\ ( 1§_93>2_
(” 185 ) T\ — g5 ) = 185

448. Die Gleichungen der geometrischen Orter fiir die Mittel-
punkte der gesuchten Kreise sind:

y-—Mlx y — My
Vit Vit
y_M1£=+7,'
Vit u:

Bs lagsen sich demnach vier Kreise konstruieren.

Beispiel (xj—_zlggl—)i{—( ?Zl/é—l—) = 49,

@+ 7V41)" 4 (v 4+ TV41)? = 49
449. (z+4)*+4 (y+10)> =85,
514 670 85
(’0 169) +< +169) 1697
450. Man erhilt zwei Kreise, deren Gleichungen sind:
(. —3)"+ (y — 1) =35,
@+ WP+ o+ 9 =1
451. Die Gleichung des dem Dreieck eingeschriebenen Kreises

it @ — aff + (& — 1 =22

452. Zur Bestimmung der Mlttelpunktskoordinaten findet
man die Gleichungen

W — 17 4 a
T &+ 0+ 17a+ 156 — 130
. 15+ b

T @10+ 17a + 156 — 130
Es lassen sich demnach zwei Kreise konstruieren, die Glei-
chungen derselben sind:

(6 — 9+ (y — 5) = 130,
(@ + 20480 + (v + 1833H)* = 130.
453. Die Koordinaten der den gegebenen Punkten konju-
gierten Pole sind:

_ — B2. p o 60 — 5
gy =%, yy = 5; x, = {4, y, = D
6*
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Setzt man die Koordinaten der vier Punkte in die Gleichung,
welche Los. 439 enthilt, ein, so geht dieselbe iiber in 0 = 0O;
die Punkte liegen also auf der Peripherie eines Kreises. Die
Gleichung dieses Kreises ist

22+ 9y — 2220 — 6y + 65 = 0.
454, «? - y? = 137.
455. Zur Bestimmung der Mittelpunktskoordinaten lassen
sich die beiden Gleichungen
a® — 18a -+ b — 6b + 38 =0,
a® — 20a + ¥* — 220 =0
aufstellen. Es ergeben sich also zwei Kreise, deren Gleichungen
sind:
(¢ — 8y + (y + 8)" = 52,
(z — %)+ (v + %) = 52.
456, Die Gleichungen, welche zur Bestimmung der Mittel-
punktskoordinaten dienen, sind:

a—b=4+7V2,
a4 0 — 10a + 6b = 98 + 42 /' 2.
Man kann demnach 4 Kreise konstruieren, deren Gleichungen sind:

2* 4 (y ‘_—‘71/5)2=497
(w—~2+71/2>2+(y—2>2=_49,2
o —@Q+3V2+ V3 + 49V2))

457. Da der Kreis durch die Ecken des Fundamentaldreiecks
gehen soll, so mufs die Gleichung desselben die Form haben

®, %y + kayory 4 hage, = 0.
Zur Bestimmung der Konstanten % und % setzt man die Ausdriicke
fiir »,, %, @5 ein und berticksichtigt, dals die Koefficienten von
#* und y® gleich sein und der Koefficient von zy verschwinden
mufs. Entwickelt man aus diesen beiden Bedingungsgleichungen
die Werte fiir # und 5, so erhéilt man nach Einsetzung derselben
als Gleichung des Kreises

2, %ysinC + wy258ind 4 25, 8in B = 0,
worin A, B, C die Winkel des Fundamentaldreiecks sind.
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458. F#llt man von einem Punkte der Peripherie des ein-
geschriebenen Kreises Lote auf die Seiten des Fundamentaldreiecks,
nimlich #;, @, #; und stellt die Beziehungen zwischen diesen, dem
Radius des Kreises und den Winkeln des Dreiecks auf, so erhiilt
man durch Vereinigung derselben

]/xlcos -+ Vx2cos + Vx3cos——— = 0.
459, (o — x1)2 + (- y1)2 =
460. (v — a) + (y — b2 = (r + )t
461, (z — a)? + (y — b = —

sm -5
462, (z— a) + (v — b2 = + 2,

463. Betrachtet man die Grundlinie « des Dreiecks als
X-Achse, das im Halbierungspunkte derselben errichtete Lot als
Y-Achse, so ist die Gleichung des geometrischen Ortes der gegen-
iiberliegenden Spitze

; a (m? 4~ n? a?
syt T et G =0

Fiir m = » geht die Gleichung iiber in 2 = 0. Der geometrische
Ort ist in diesem Falle die Y-Achse.

464. Die Lage der Grundlinie sei dieselbe wie in der vor-
hergehenden Losung; die Gleichung des geometrischen Ortes hat

dann die Form
23 — a?
x + y —_— _.4.,.'.__

465. Die Gleichung des gesuchten Ortes ist
na? 4 ny? — 2 (x, + 2y + 25 + ...+ xa)
— 2yt vty + ... +ya)+ 2t 4w’ o2 2l
Ful 4w+’ + 9.7 =
466. Die Grundlinie « falle mit der X-Achse zusammen,

das im Halbierungspunkte derselben errichtete Lot mit der Y-Achse,
dann hat die Gleichung des geometrischen Ortes die Gestalt

2 a*
¥+ ~—-Ay T=0
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467. Die Grundlinie ¢ falle mit der X-Achse, das im links
liegenden Endpunkte errichtete Lot mit der Y-Achse zusammen,
dann ist die Gleichung des geometrischen Ortes

2
P ap =

468. Sind z,,y, die Koordinaten des Punktes P, Lo} My N==0

die Gleichung der Geraden G, so ergiebt sich als Gleichung des

geometrischen Ortes
. Lz + My + N
ni(x — x,)? Y — Y ) =g L L
(e — ) + & — ) ek

Beispiel. 38z® 4 3y* — 42y + 147 = 0.
, , S(Lz+4 My -+ N)
469. (x — x,)? Y — y,)? — S — =0
6= o+ — oy — e
Beispiel. (z — §) + (y — 2)% = 4.
470. Betrachtet man die Schenkel des rechten Winkels als
Achsen des Koordinatensystems, so erhiilt man als Gleichung des

geometrischen Ortes
22
gt = 5
@ty =7
2rm
2 = . x — a2
471, ¥ m P
Beispiele. a) 92 = 10x — 2%
b) ¥ = 7,8z — a4
472. Die Endpunkte liegen in einem Kreise, dessen Gleichung
Y = dry — & ist.

473. Die Gleichung des geometrischen Ortes ist
y? + o +yr=0,
d. h. die Schnittpunkte liegen auf zwei kongruenten Kreisen, welche
von dem gegebenen Kreise und der X-Achse bertihrt werden.

Die Radien der Kreise sind gleich —;—a die Mittelpunktskoordinaten

© =) ma(o+5)

474. Der geometrische Ort wird ebenfalls von zwei Kreisen
gebildet, welche der Gleichung
4y ra=0
entsprechen.
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475, Die Gleichung des geometrischen Ortes ist
29y, + 20z = &® +y* + »*
d. h. die Mittelpunkte liegen auf einer Geraden, welche auf der
Verbindungslinie der Punkte (0, 0) und (2, »,) lotrecht steht.
476. 8ind z,, y; die Koordinaten eines Punktes, von dem
aus die beiden Kreise unter dem Winkel 2« erscheinen, so lassen

sich die Relationen
7

T 1
— —
Va2 +u®— 1 Vo —a) + (4 — b, —n*
aufstellen, aus denen man als Gleichung des Ortes

2a,r’x 2,7ty a,2 e} b,2)r?
gyt — S Sl (@ b,%) =0

P Py PR
erhilt.
477. Der Anforderung gentigen zwei Punkte, niimlich die
Schnittpunkte der beiden Kreise
9x% 4- 992 | 2244 -} 32y — 800 = 0,
T2* ++ Ty* — 160y 4 400 = 0.
478. Die Gerade falle mit der X-Achse zusammen, der Punkt
L mit dem Koordinatenanfangspunkte. Bezeichnen wir die Strecke
LM mit ¢, MN mit b, so ergeben sich fiir den geometrischen
Ort die Relationen
2d’z | a*(a+0)

— 2 2
y=0,8"+yi———  + -

Derselbe wird also von der X-Achse und von einem Kreise ge-
bildet, dessen Mittelpunkt auf der X-Achse liegt.

479, o 4 g — 2y 1/7-2 — (g) =o0.

480. Die festliegende Grundlinie mége die in Ldsung 170
angegebene Lage haben, dann ist die Gleichung des geometrischen
Ortes

tgo = tgo

0.

v+ 2 —cx 4 cy-cot C =0,
d. b, der Ort besteht aus zwei Kreisen, welche kongruent sind und
deren Mittelpunkte symmetrisch zur X-Achge liegen.
481. Der Mittelpunkt bewegt sich auf einem Kreise, dessen
Gleichung ist

, C
2ty — cx-}-cytg—‘z-——:o.
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482. Man findet als Gleichung des Ortes
N (=" + ")+ " (Lz + My) = 0.

Bewegt sich also der Pol P auf einer Geraden fort, so beschreibt
der kreisverwandte Pol einen Kreis, der durch den Mittelpunkt

des gegebenen Kreises geht.
?(r* — 24a,7)
483, ey o 00200
83 2 4y Py Ju

0.

Der kreisverwandte Pol bewegt sich also ebenfalls auf der Peri-
pherie eines Kreises fort, dessen Mittelpunkt auf der Centrale der
beiden gegebenen Kreise liegt.
484. Fir a, = r, erhilt man
20, = r
Geht also K, der Ort des Poles durch den Mittelpunkt von X, so
beschreibt der kreisverwandte Pol eine Gerade. Vergl. Los. 482.

485. a) Der Gleichung K, + kK, = O entspricht ein System
von Kreisen, die alle durch die Schnittpunkte der Kreise K, = 0,
K, = O hindurchgehen. Ein solches System existiert auch noch,
wenn die Schnittpunkte der beiden Fundamentalkreise imaginiir sind.

b) Die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises
K 4+ K, =0 ist M, 4+ f M, = 0.
486. Gehen K, und K, bei Eingetzung von x,, y, iiber in
K/, K, so erhilt man zur Bestimmung von % die Gleichung
K+ kK, = 0.
Also ist die Gleichung des gesuchten Kreises

K K, — K,K, = 0.
Beispiele.

a) 7(2* 4 9*) — 182 — 28y = 0;
b) 1389 (2® + y*) — 9162 — 1730y 4 1849 = 0.
487. Zur Bestimmung von k erhilt man die Gleichung
(4y + 5 A45)*+ (B, + £ B,)" — 4(C, + kCy) (1 4k) = 4r*(1 +5)>.
Da diese vom zweiten Grade ist, so ergeben sich zwei Kreise,
welche der Anforderung gentigen;
Beispiel.

6(a? +y*— 65— 2y — 26) — (5 --)/69) («®+y+ 22— 4y—11)=0.
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488. Man findet den Wert von % aus der Gleichung

L(A, + kA4;)+ M(B, + kB;) — 2N(1 + k)= 0.
Beispiel. (k= — %)

22 4 y* 4 50z -+ 88y 4 230 = 0.
489. Es ergeben sich zwei Werte fiir k, also lassen sich zwei
Kreise konstruieren.

(k= 15). 252 + 25y* — 80x — 494y + 64 = 0.
(k=—1%). a2+ y*— 36z — 46y + 324 =0.
490. Die Koordinaten der Schnittpunkte sind:

@+t — 1
_ ——
2a

y=t, VeFnt ol —ntattn—a

Daraus folgt: Die beiden Schnittpunkte der Kreise sind reell,
wenn die drei letzten Faktoren unter dem Wurzelzeichen positiv
sind, also wenn 7, 4+ a>r, r + a > 7y, r + 1, > a. Aus den
drei Strecken r, r,, a lifst sich in diesem Falle ein Dreieck kon-
struieren. Die beiden Schnittpunkte fallen zusammen, wenn einer
jener Faktoren gleich O ist. Die beiden Kreise berithren sich also
wenn r -+ r, = a, oder a = -+ (r — ry) ist. Die beiden Schnitt-
punkte sind imaginiir, wenn einer jener drei Faktoren negativ ist,
also wenn r 4 r, < a oder r, 4 a <r oder r+a<r. Im
ersten Falle liegen beide Kreise getrennt, in den beiden letzten
Fillen schliefst der eine Kreis den andern ein. Fiir ¢ = 0 end-
lich wird & = o0, ¥ = 00, die beiden Kreise sind konzentrisch.

X

491. Die beiden Kreise durchschneiden sich rechtwinklig.
492. Die gemeinschaftliche Sehne entspricht der Gleichung
K, — K, = 0.
Beispiele. a) 6z — 2y — 5=0;
b) 122 4 17y — 51 = 0.

Die Radikalachse ist reell, obwohl die beiden Kreise sich in zwei
imagintiren Punkten durchschneiden.

498. Die Radikalachse zweier konzentrischen Kreise fillt mit
der unendlich fernen Geraden zusammen.
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494. Die Gleichung der Radikalachse ist
» 2 b 2 ___ b 2
(4y— a) o 4 (b — )y = "0 T
Die Radikalachse des Kreises und des Punktes halbiert den Ab-
stand des Punktes von seiner Polare und ist der letateren parallel.
Beispiel. 1562 -4 136y = 537.
495, 14z — 4y -} 31 = 0.
Die Radikalachse der beiden Punkte steht auf der Verbindungs-
linie derselben im Halbierungspunkte lotrecht.

496. Die gerade Linie ist als ein Kreis mit unendlich
grofsem Durchmesser anzusehen, dessen Mittelpunkt in der Unend-
lichkeit liegt, sie entspricht also der Gleichung

A+ kA B, 4+ kB C, + kC,
2 2 3“1 Pl Dy 2, 1 2 __
wenn % = — 1 ist. Subtrahiert man von dieser Gleichung die

des Kreised K
o* 4+ y* 4 Az 4 By + ¢ =0,
g0 erhilt man
(A1 — 4,)x + (B, — 32)."/ + 0, — G, =0.
Die Radikalachse fillt also mit der Geraden I zusammen.

497, Man findet in ganz Hhnlicher Weise wie in der vor-
hergehenden Lésung, dals die Radikalachse mit der Geraden I
zusammenfillt.

2
498. K, — % K, = 0.

Der geometrische Ort ist ein Kreis, welcher durch die Schnitt-
punkte der gegebenen Kreise hindurchgeht.

499. Das Resultat findet man aus der vorigen Losung, wenn
man m = n setzt, also K; — K, == 0. Der geometrische Ort fallt
mit der Radikalachse zusammen.

H00. F ist gleich dem Verh#ltnis der Quadrate der Tangenten,
welche sich von einem beliebigen Punkte des Kreises K, — kK, =0
an die Kreise K, = 0 und K, = O ziehen lassen.

B01. Jede gemeinschaftliche Tangente der beiden Kreise wird
durch die Radikalachse halbiert.



Der Kreis. 91

502. Die Gleichungen der Radikalachsen sind:
K —K,=0, K, —K;=0, K, — K, = 0.
Da die Gleichung
K, — K, + K, — K; + K, — K, =0
eine identische ist, so mtissen sich diese drei Geraden in einem
Punkte schneiden.
503. Die Gleichungen der drei Radikalachsen sind:
20x 4 14y — 97 =0,
2z 4+ 14y + 35 =0,
11z 4 14y — 31 = 0;
demnach die Koordinaten des Radikalcentrums:
xy =%, y, = — 334
504 @y = — 44, 5, — —
t=4,487873 ...
505, (o — T4 + (v + 314) = 1219
506. Die Gleichungen der Radikalachsen sind:
82 -+ 8y + 48 = 0, 20z — 2y 4 23 = 0,
— 4z -+ 8y + 13 =0;
die Koordinaten des Radikalcentrums:

Ty = — 2’}%‘, ¥ = — 1044
507. (z — 144"+ (v + 33))* = 411444
BOS. @, — — iy, 5, = — 24k,

509. (z + 24)* 4 (y — +5)* = 10434

510. Man beschreibt einen Hilfskreis, der die beiden Kreise
K, und K, schneidet, zieht die Radikalachsen des Hilfskreises und
jedes der gegebenen Kreise und fillt von dem Schnittpunkte dieser
Geraden ein Lot auf die Centrale von K, und K,. Dieses Lot ist
die gesuchte Radikalachse.

511. w4+ y* — 2kx 4 2 = 0.
Erteilt man % alle mdglichen reellen Werte, so erh#lt man die
verschiedenen Kreise des Biischels. Ist die Konstante f2 positiv,
so sind die Schnittpunkte der Kreise mit der Radikalachse imaginir,
dagegen sind dieselben reell, wenn f? negativ ist.
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512. Man erh#lt die Punktkreise des Kreisbiischels, wenn
man k = — f setst, denn in diesem Falle geht die Gleichung iiber
in (2 f)? + y® = 0. Dieser Gleichung entsprechen zwei unend-
lich kleine Kreise (Punkte), welche symmetrisch zur Radikalachse
auf der X-Achse liegen.

513. Das Kreisbiischel besitzt nur dann Punktkreise, wenn
f? in der Gleichung 2% 4 y* — 2kx + f? = 0 einen positiven
Wert hat, d. h. wenn die Schnittpunkte der Kreise und der Radikal-
achse imaginir sind. Sind die letzteren Schnittpunkte reell, so
gehiéren zu dem Biischel keine Punktkreise.

514. Sind die Koordinaten der Schnittpunkte (0, 4 A) und
(0, — h), so ist die verlangte Gleichung
-yt — 2kx — B2 = 0.
515, #® 4 y® — 2kx 4 2= 0.
516. Der Beweis folgt aus der Identitdt
2{ b+ VE = P —VE—1)— 1}
=E+VE =+ —=VE—)(—1).
Vergl. Losung 189. Die Kreise des Biischels schneiden demnach
die X-Achse in Punktepaaren einer Involution.
224y ? 42—

BIT. o+ o — 1+f12f o4 1P =0,

518. Zieht man von einem Punkte P der Radikalachse des
urspriinglichen Biischels Tangenten an alle Kreise desselben, so
liegen die Beriihrungspunkte auf der Peripherie eines Kreises, der
stimtliche Kreise lotrecht durchschneidet. Sind O, %k, die Mittel-
punktskoordinaten dieses Kreises, so ist die Gleichung desselben

o 4y — 2ky — f*=0.
Dieser Relation aber entspricht, wenn man £k, alle moglichen. reellen
Werté erteilt, d. h. wenn man P auf der Radikalachse fortgleiten
lafst, ebenfalls ein Kreisbiischel.

519. Da die Gleichung des konjugierten Biischels

@ 4y —2ky — =0
ist, so ist ersichtlich, dafs alle Kreise desselben durch die Punkt-

kreise des urspriinglichen Biischels gehen miissen. Die Centrale
des urspriinglichen Biischels ist Radikalachse des konjugierten.
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520. Die Koordinaten der Schnittpunkte des zweiten Biischels
sind , = -+ f, y, = 0, demnach entsprechen die Polaren dieser
Punkte bezliglich der Kreise des ersten Biischels der Gleichung

x Ff=0.
Die Polaren eines Schnittpunktes beziiglich der Kreise des kon-
jugierten Biischels fallen also zusammen.

521. Der gesuchte Kreis des Biischels entspricht der Gleichung
2 2 2
x2+y2_“+b’i;f2 rw—l—fe=0.
522. Die Polaren bilden ein Strahlenbiischel, dessen Gleichung

za, + yy, + 2 — &k (» + x,) = 0 ist. Der Mittelpunkt des Strahlen-
bitschels wird der harmonische Pol des Punktes (,, »,) genannt.

523. a) Die Koordinaten des harmonischen Poles sind:

2 2
_ el i
' - x?v Y= ?/1 .
b) Der Abstand der beiden Pole wird durch die Radikalachse halbiert.
¢) Die Verbindungslinie wird in einer involutorischen Punlt-

reihe geschnitten.
524. Die Gleichung des Biischels ist

R x12+?/12—f2y — =0
Y%
Die Centrale aller Kreise desselben ist die Y-Achse und die
Schnittpunkte aller Kreise sind die Punktkreise des urspriinglichen
Biischels. Das Biischel ist also das dem urspriinglichen kon-
jugierte. Vergl. Aufgabe 518.

525. Zieht man von einem Punkte P der Radikalachse Se-
kanten durch die Mittelpunkte der gegebenen Kreise, so liegen die
Schnittpunkte derselben mit den Peripherien auf der Peripherie
eines Kreises, der der Aufgabe geniigt. Sind die Koordinaten des
Punktes P:0, b, so ist die Gleichung des betreffenden Kreises

ks \2 _ k2R,2
(?/ + T) + @ —(k — 1)) =5+ k" + "+ T
526. Der Punkt P der Radikalachse war in der vorhergehen-
den Losung beliebig gewihlt. Lassen wir denselben auf der
Radikalachse fortgleiten, so #ndert sich der Radius des gefundenen
Kreises und die Ordinate des Mittelpunktes, dagegen bleibt die
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Abscisse unveriindert. Der geometrische Ort des Mittelpunktes ist
demnach eine Gerade, welche der Radikalachse von K, und K,
parallel liuft; sie wird die sekundéire Radikalachse der Kreise K;
und K, genannt. Die Gleichung derselben ist

=k, —

527. Alle Kreise, welche der Gleichung

kl k2 2 2 2 2 2 k12k22

.’y"l‘—b_ +@— 0 — ) =0+ k"4 f +__b97“

fiir beliebige Werte von b entsprechen, gehen durch die beiden Punkte
(ky — Ty in12 + &* "I‘-féa 0),

sie bilden also ein Biischel und zwar ist die X-Achse die Radikal-
achse desselben.

528. Die Gleichungen der sekundiren Radikalachsen der drei
Kreise sind:
2@ (ay — a;)+ 2y by — by) — (1" —# "+ " — a,*+by* —b,")=0,
2 (ag — ay) 429 (by — by) — (ry® — e+ a5® — a,> +b" — b") =0,
22(a, — a5) 2y (b, — by) — (r,* — 15"+ a,* — as®+b,°— ;%) =0.
Da die Summation derselben die Identitit O = O liefert, so schneiden
sich diese drei Geraden in einem Punkte.
529. Die Gleichungen der sekundiren Radikalachsen sind:
z+%=0,
6y + 132 — 364 =0,
6y -} 8z — 39 = 0;
die Koordinaten des Schnittpunktes derselben:
oy =%, y =%
demnach die Gleichung des gesuchten Kreises:
90
(@4 1P+ — T ="
530. Man entwickelt zuniichst die Gleichungen der Berithrungs-
sehnen eines der beiden gegebenen Kreise, berechnet sodann die

Koordinaten der Beriithrungspunkte und bestimmt mit Hilfe der-
selben die Gleichungen der Tangenten.

Die Gleichung der Berithrungssehne der dufseren Tangenten
ist fiir den ersten Kreis

(ay — a) (# — a) + (b — b)) (v — by) =7, (r; — 1),
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die der Berlihrungssehne der inneren Tangenten
(ag — ay) (z — ay) + (b — b))y —b)=rn (ry + 7).
Beispiele. a) Die Gleichungen der Berithrungssehnen fiir
den ersten Kreis sind:

w+?/=191 x—+y =11,
die Koordinaten der Bertihrungspunkte:

21 + V81 17 F /31
xl2 2 ? ylz 2 ’
19 4 123 15 F V23
8= 9 YT T

Demnach sind die Gleichungen der #ufseren Tangenten:
(V31 —1) —y (V31 + 1) =12 + 231,
—a(V31 4+ 1) +y (V31 — 1) =12 — 2 I/31;
dagegen die der inneren Tangenten:
2(3 —V23)+y (3 +128) = 28 — 223,
2(3 +V28) 4y (3 —V23) —28 + 2723
b) Die Gleichung der Beriihrungssehne des ersten Kreises flir
die #ufseren Tangenten ist:
z + 3y = 10,
die Koordinaten der Beriihrungspunkte:
m=1, Yy =3
2y = 8%, Yp=1;
demnach die Gleichungen der #Hufseren Tangenten:
x—1=0, 42— 3y — 31 =0.

Die Gleichung der Beriihrungssehne des ersten Kreises fiir die
inneren Tangenten ist

%+ 8y + 14 = 0.
Da diese den ersten Kreis in zwei imaginiiren Punkten schneidet,
so lassen sich keine reellen inneren Tangenten konstruieren.

531. Die Koordinaten des #ufseren Ahnlichkeitspunktes sind:

W — 47y by, — Uiy
W= W= T

Ty — 7y 1 — 7Ty
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die des inneren:

2y = A7y +M, Yo = by + i1y
r + 7 i o
Beispiel. «, = — 49, y, = — 57;
0y = 5+r, Yp = — 29r.
532. Man erhilt
&y == 00, Y, == 03 x2=a1 _;&7 y2=?_1#?,

d. h. der #ufsere Ahnlichkeitspunkt liegt in der Unendlichkeit, der
innere halbiert die Centrale der beiden Kreise.

533. Aus den Werten fiir die Koordinaten der Ahnlichkeits-
punkte ergiebt sich:
Berithren sich die beiden Kreise von innen, so fillt der #uflsere
Ahnlichkeitspunkt mit dem Bertthrungspunkte zusammen, bertthren
sie sich dagegen von aufsen, so liegt der innere Ahnlichkeitspunkt
in dem Beriihrungspunkte.

534, Da 7, in diesem Falle gleich Null ist, so erhilt man

Ty == Ty == Gy, Yy =Yy ==by.

Beide Ahnlichkeitspunkte fallen also mit dem Punkte zusammen.

535, Die unendlich kleinen Radien sind gleich, daher hal-
biert der innere Ahnlichkeitspunkt den Abstand der beiden Punkte,
wihrend der Hufsere auf der Verbindungslinie derselben in der
Unendlichkeit liegt.

536. Die Koordinaten der Ahnlichkeitspunkte sind:

, _nAta 1/22_+_1§2’, v — r,B+b VA + B,
! V4% + B ' VA* + B
. —r A+ a, VA + B? . —r,B4+b YA+ B
_ ) — .
? VA B * V4 + B

Die Ahnlichkeitspunkte fallen also mit den beiden Punkten
zusammen, in denen der zu der Geraden lotrechte Durchmesser
die Peripherie des Kreises durchschneidet.

537. Die Centrale wird durch jeden der Ahnlichkeitspunkte

im Verhiltnis der Radien geteilt. Sind demnach 4, = 0, 4, =0
die Gleichungen der Mittelpunkte, so sind 1,4, — r; 4, = 0,



Der Kreis. 97

r9A, + r, A, = 0 die der Ahnlichkeitspunkte. Die Ahnlichkeits-
punkte und die Mittelpunkte sind also harmonische Punktepaare.
538. Der gesuchte Kreis gehort sowohl zu dem Btischel
(z—a)+ G —b)—r*+k{(e—a)@@—a)+
+ (b — b))y — by) — 11y — 1)} =0,
als auch zu dem Biischel
(= @) + (¥ — b))’ — 1’ + ke {(a — @) (r — ap) +
+ O — b)) (y — by) — 13 (ry — 1)} =0.
Zur Berechnung von %, und %, ergeben sich demnach die Relationen:
by 4k = — 2
a® 4 b — r® — ayky (4 — ay) — by (g —b,) — Fyry (1, — 73)
=ay" 4 by" — 1" — ay oy (a4 — ag)— Dyky (by — by) — kyry (1, — 1),
woraus folgt: by =—1, k= —1.
Die Gleichung des gesuchten Kreises ist demnach
@+ o* — w(a; + a5) + y (b, +bg) + aya + by by — 7, =0.
Der Mittelpunkt dieses Kreises halbiert die Centrale der gegebenen
Kreise K, und K,.

539. Die Koordinaten der #ufseren Ahnlichkeitspunkte sind

as¥y — Qo7 bg7y — by’

von K, und Ky: oy = 22238 4 = 32 23
To — 13 Yo — T3
W1y — azr b vy — byr

von K, und K;: 0, =212 3L 4 13 31
ry — ¥y rg — ¥,
. Ay ¥y — O ¥, by, — by 7

von K, und K,: oy = 21— 12 4 — 21 12,
=1y ry— Ty

Da bei Einsetzung dieser Werte die Gleichung

Yy (B — #5) + 9y (75 — ) + 95 (1, — @) =0
eine identische wird, so liegen die drei Punkte in einer Geraden.
Die Gleichung dieser Geraden ist

y{ri(a—ay)+ry(a,— ag)F-r5(as—a,) } — { r1(by—by) 475 (b,—5)
+75(bp —by) } =ry(a3b,—ayb3) F- 15 (@, by —azby) F-13 (a3 b, — a, by).

540. Bildet man die Gleichung der Verbindungslinie zweier
innern Ahnlichkeitspunkte, so findet man, dafs derselben die Koor-

dinaten eines #ufsern Ahnlichkeitspunktes gentigen. Daraus folgt:
Hochheim, Aufgabén a. d. anal, Geometrie. I, B. 7
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Verbindet man zwei innere Ahnlichkeitspunkte durch eine Gerade,
so geht dieselbe durch einen Hufseren Ahnlichkeitspunkt.

541. Die Gleichungen der vier Ahnlichkeitsachsen sind:

9y — 10z — 40 = 0, 61y — 130z -} 200 =0,

81y — 130z 4 200 = 0, 13y — 10z — 40 = 0.

542. Der Punkt P, ist ein Ahnlichkeitspunkt der Kreise
K, und K, P, ein Ahnlichkeitspunkt der Kreise K, und K;. Die
Verbindungslinie dieser beiden Punkte mufs demnach (nach Los. 540)
die Centrale der Kreise K, und K, in einem Ahnlichkeitspunkte
dieser beiden letzteren Kreise schneiden. Wann wird dieser Schnitt-
punkt der innere, wann der Hufsere Ahnlichkeitspunkt der beiden
gegebenen Kreise sein?

543. Man verbindet den Punkt P mit den Ahnlichkeits-
punkten der gegebenen Kreise K, und K, und verlingert diese
Verbindungslinien bis zum Durchschnitt mit der Peripherie von K;.
Auf diese Weise erhslt man die Punkte, in denen der Kreis K,
von dem gesuchten Kreise beriihrt wird. Der gesuchte Kreis kann
die beiden gegebenen einschliefsend oder ausschliefsend oder den
einen einschliefsend den andern ausschliefsend beriihren.

B4, (ot H(y—00) 7 () H(y— ) =1t =0

Das negative Zeichen ist zu setzen, wenn der #ulsere Ahnlichkeits-
punkt, das positive, wenn der innere Ahnlichkeitspunkt Mittelpunkt
des Kreises ist.

H4b. Zur Bestimmung der Mittelpunktskoordinaten und des
Radius des gesuchten Kreises dienen die Gleichungen:

_Grn T mry by — by
T = __ y MW=,
7y T2 7y Ta
Xy = 7y T+ Gy Yy = bty + by1y
2 y Y=
e ol o

Berechnet man aus drei Gleichungen die gesuchten Gr&fsen und
setzt die Werte derselben in die vierte Gleichung ein, so findet
man, dals die Lésung nur dann moglich ist, wenn

Yy (@ — ay) 4 95 (@, — ) + by (7, — @) =0,
d. h.~wenn die gegebenen Punkte mit dem Mittelpunkte von K,
in einer Geraden liegen. Die Gleichung des gesuchten Kreises ist
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(:1: 2w —ay (& + =) 2"|" (y 209 — by @+ )Y

o+ 2 — 20, Y1+ 9 — 28
_ (8, — 2)’r)® _ (1 — )y .
(2 + @y — 2a,) (v + 9o — 20,)°

Beispiel. (z — 6%)* + (y — 254)? = 13——1
546. Ist (x — ay)® + y* = r,® die Gleichung des gesuchten
Kreises, so sind die Unbekannten a,, 7, bestimmt durch die
Gleichungen
g7y
’;”1 7y

, (@ — ag)? 4 b* =1y’

Die Losung ist demnach nur dann mdglich, wenn

r{(@, — @)’ +b*} — b2, > 0,
d. h. wenn die Verbindungslinie von P und P, den gegebenen
Kreis schneidet oder berithrt. Im ersten Falle ergeben sich zwei
Kreise, im zweiten nur ein einziger.

x1=

547, Die Gleichung des gesuchten Kreises ist
2 2 2
G ) (Mz)

(x 72— 1yl +v 72— 1y’

Die Winkel, unter denen die gegebenen Kreise von einem Punkte
der Peripherie dieses Kreises gesehen werden, sind gleich. Vergl.
Los. 476.

548. Alle drei Radikalachsen entsprechen der Gleichung
2(a,—ag)x+2(b,— by)y— (o + b — ") + (4> b," —1,") =0,
sie fallen also zusammen. Die drei Kreise gehfren zu einem
Biischel.

549. Die Polaren des #uflseren Ahnlichkeitspunktes sind:

(r—ay) (@g—a,) + (¥ — b;) Gz — by) =1, (ry — 13),

(#— ay) (g — a) 4 (¥ — bg) 0z — b)) =1y (ry — 73)5
die des inneren Ahnlichkeitspunktes:

(x — ay) (@ — ) + (y — b)) (b — by) =7, (rn + 73,

(z — ag) (a; — a) + (¥ — by) (by — by) = 15 (ry + ra).
Vergleicht man diese Relationen mit der Gleichung der Radikal-

achse beider Kreise, so findet man leicht, dafs sowohl die Polaren

des #ufseren als die des innmern Ahnlichkeitspunktes beziiglich der
7%
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Kreise K; und K, auf entgegengesetaten Seiten der Radikalachse
liegen und dafs ihr Abstand von dieser Linie halbiert wird.
Ferner ersieht man, dafs die Polaren der Ahnlichkeitspunkte be-
zliglich des Kreises K, denselben Abstand von einander haben,
wie die Polaren derselben Punkte beziiglich des Kreises K.

550. Man findet
K=@—1)P 4 @y —1)!—9=0,
K= (x— 10)* + (y — 8)* — 36 = 0.

551, Die Gerade, welche die Punkte P,,P, verbindet, sei
die Y- Achse, das im Halbierungspunkte von P, P, errichtete
Lot die X-Achse, dann gehért der gesuchte Kreis dem Biischel
a4 y? — 2kx — f2=10 an. Ist y = Az -+ b die Gleichung
der Geraden, welche berithrt werden soll, so erhilt man das
Resultat

Bty —2pA V- A+ Dle — 2 =o.

Es lassen sich also zwei Kreise konstruieren.
Beispiel. 2?4 4 — 2 {35 4+ 3)/130}s — 4 = 0.

552. Erteilt man dem Koordinatensystem dieselbe Lage wie
in der vorhergehenden Lésung, so erhilt man zur Bestimmung der
Grofse k die Relation

a® — 20,k 4+ 02 — r —fr=2n VA + ¥,
wenn (x — a,)® + (y — b,)? = r,® die Gleichung des gegebenen
Kreises ist. Man kann demmach zwei Kreise konstruieren, welche
der Aufgabe geniigen.

Beispiel. 22} y*=9; 2?4} 942 — 85— 9 = 0.
553. Nimmt man die Gerade G, zur X-Achse, den Schnitt-
punkt der beiden Geraden zum Koordinatenanfangspunkt, so ist

die Gleichung der Geraden G, :y = Mx. Die Konstanten in der
Gleichung des gesuchten Kreises

4P+ Ao+ By+C=0
lassen sich finden durch die drei Relationen
(A+ BM)?=4C (1 4+ M?), 4> = 4C,
@? + 9"+ Az, + By, + C=0.
Die Losung liefert zwei Kreise.
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Beispiel. z® 4+ 4 — 14z — 10y -} 49 =0,
146 730 5329
xz—l—y“’-—-——i—w—-zg—y —'19—=0
554. Die gerade @, falle mit der X-Achse zusammen, das
von dem Mittelpunkte des Kreises K, auf G; gefillte Lot mit der
Y-Achse; die Gleichung von K, sei demnach 2 + (y —b,)?=r,"
Zur Bestimmung der Konstanten in der Gleichung des gesuchten
Kreises (. — a4+ (y — b)? =1?
dienen folgende Gleichungen:
(2, — ) + (5, — B =71, r=1
(r+r)=ad+ (b, — b
Vier Kreise lassen sich bestimmen.
Beispiel.

69\2 338\? 338\?
=5 +6-%) =(F)
(r — 38+ (y — 2)" =4,
(@ —15F 8 V3) 4 (y — 74 F 40 V3)" = (74 440 V/3)"
555. Die Mittelpunktskoordinaten a, b und der Radius » des
gesuchten Kreises lassen sich ermitteln mit Hilfe der Gleichungen:
at 4 b2 = 1%,
(0, =)+ o=+ )’
(b — B + (@ — @) == (r = 73)".
Die Lisung wird im allgemeinen vier Kreise liefern.

556. Man findet die Mittelpunktskoordinaten @, b und den
Radius # mittels der Gleichungen:

(bl - b)2 + o= (r + ”"1)2, b=r,

90 — 90 —
bcosqpl—l—acosq)ltg( 5 q)—l)zpltg<—-—2_2!:);

also ergeben sich im ganzen vier Kreise.

557. Zur Bestimmung der Konstanten in der Gleichung des

gesuchten Kreises
(o — o+ h— 0 =
benutzt man die Relationen:
r=2=, (bl - b)2 4+ a*=(r + )’
(b — ) + (ay — @)’ = (r £ 13)™

Man erhiilt also im ganzen acht Kreise.
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Beispiel.
2545)15)° 102:|-_251/15 i )2
o=y ) Hl s ) =0
25 + /85 79 + 5 85 +
) (] (r055789
o= /5 T\ 2
(x + 5_i215—1> +( 12 + 1/51> =(12 F Z—VBT) )
( @)2_‘_ (1 . 1029) (1029)
10 Y7 300 200
der siebente und achte Kreis fallen zusammen.
H558. Die Wurzeln der Gleichungen
(@ — a)* + (0 — b)) =(r+n)
(@ — @)’ + (b — b)* = (r +15)"%
(6 — a4+ (0 — b)) =(r £ rg)*
liefern die Werte fiir die Mittelpunktskoordinaten und den Radius.

Die doppelten Vorzeichen gestatten acht verschiedene Kombina-
tionen. Es werden sich sonach acht verschiedene Kreise be-

stimmen lassen, welche die drei gegebenen Kreise bertihren.

Beispiel.
(x_126i3]/11_9>2 -I—(f _233$9Vf1§)2 (—366+45]/1 ’)
188 Y 94 188

(s REBVY'y (S 2VY (2 1 22 a).

Die itbrigen vier Kreise sind imaginiir.
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Yorwort.

Die Riicksicht auf die Bediirfnisse der preuBischen Real-
gymnasien und Ober-Realschulen, an denen die analytische
Behandlung der Kegelschnitte nach den Lehrplinen vom
11. Miirz 1882 obligatorisch ist, bestimmt den Unterzeichneten,
die Aufgaben, welche die Kegelschnitte betreffen, in zwei von
einander getrennten Abteilungen erscheinen zu lassen. Die
erste hier vorliegende Abteilung enthélt die einfacheren Auf-
gaben, welche dem Standpunkte jener Schulen angemessen
sind, wihrend in der zweiten Probleme aus der projektivischen
Geometrie, sowie aus der Behandlung der Kegelschnitte mit
Hilfe trimetrischer Koordinaten dem Studierenden zur Be-

arbeitung dargeboten werden.
Magdeburg, im Februar 1883.

Ad. Hochheim.
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Die Parabel.

Die Gleichung der Parabel.
1. Es soll der geometrische Ort eines Punktes P bestimmt
werden, der von der Geraden % = —% und dem Punkte (ﬁ—, O)

gleich weit entfernt ist. Welches ist die Gleichung desselben?

2. Die Achse einer Parabel fillt mit dem positiven Teile der
X-Achse zusammen, der Scheitel mit dem Koordinatenanfangspunkte.
Welches ist die Gleichung der Kurve, wenn der Abstand des Brenn-
punktes vom Scheitel derselben gleich 41 ist?

3. Die Koordinaten des Scheitels einer Parabel sind a, b, der
Parameter derselben gleich p. Welches ist die Gleichung, wenn
die Achse der X-Achse parallel liuft?

Beispiel. a=5, b=—38, p=>5}.

4. Die Achse einer Parabel ist y = — 7, die Abscisse des
Scheitels #, = 3, die Koordinaten eines Punktes der Kurve z, = 4,
9, = — 5. Welches ist die Gleichung derselben?

5. Die Gleichung einer Parabel ist 112y® — 352y — 96«
+ 151 = 0. Wie grof3 ist der Parameter derselben? Welches sind
die Koordinaten des Scheitels? Welches sind die Koordinaten des
Brennpunktes?

6. Was wird aus der Parabel y?= px, wenn man p bis zu
Null abnehmen 1ift?

7. Piir welchen Punkt der Parabel y?>= px ist die Ordinate
gleich dem ¢-fachen der Abscisse?

Beispiele. a) y*=9x, ¢q=25;

b) =17z, ¢ = 4.

8. Welches ist die Gleichung eines Brennstrahles der Parabel
y?= bz, wenn die Abscisse des Endpunktes @, = 9 ist? Wie weit
ist der Endpunkt desselben von der Direktrix ontfernt?

9. Gegeben ist die Parabel y?=10x. Welches ist die Glei-
chung derselben fiir ein Achsensystem, dessen Koordinatenwinkel 450

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. IL 1
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betriigt, wenn die X-Achse des neuen Systems mit der des ur-
spriinglichen zusammenfillt?

10. Welches ist die Polargleichung einer Parabel mit dem
Parameter p, wenn die Achse derselben als die feste Achse des
Koordinatensystems, der Brennpunkt aber als Pol angesehen wird?

11. Fiir welche Anomalie ist der Radiusvektor einer Parabel
gleich dem Parameter derselben? Fiir welchen Wert von & besitzt
der Radiusvektor einen Minimalwert?

12. Die Polargleichung einer Parabel ist ¢ = PPy Welcher

1—cos
Wert ergiebt sich fir ¢, wemnn a) L& =45°% b) L& = 60° ge-
setzt wird?

. . . N p
13. Wielang ist eine Brennpunktsehne der Parabel o= m‘@,
wenn dieselbe unter dem Winkel ¢ gegen die Achse der Parabel
geneigt ist?

Beispiel. o = it’%o—s;, L o = 20°

14. Durch den Brennpunkt einer Parabel ist eine Sehme ge-
zogen. Wie grof3 ist das Rechteck aus den Abschnitten derselben?

15. Von den Endpunkten einer Brennpunktsehne der Parabel

p . . .
= —— sind L St W
9 2(1— cos®) sind Lote auf die Achse derselben gefillt ie

grof} ist das Rechteck aus den beiden Loten?

Die Parabel und die Gerade.

16. Welches sind die Koordinaten der Punkte, in demen die
Parabel 4= px von der Geraden y = Mz + # geschnitten wird?
Beispiele. a) =92, Ty — 3z — 30 =0;
b) ¥¥=38x, 4y— x —12=0;

x
¢) y¥P=11gz, 112+—5—+ 1 =0.

17. Welches ist die geometrische Bedeutung der Relation

»>
P2 pne
s "
18. In welchen Punkten wird die Parabel 4= pz von der

Geraden y = » geschnitten?
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19. Welcher Bedingung miissen die Koordinaten einer geraden
Linie (u, v) geniigen, wenn dieselbe eine Parabel berithren soll,
deren Achse mit der Abscissenachse zusammenfillt und deren Brenn-

punkt der Gleichung %u+ 1 =0 entspricht? Welches ist dem-

nach die Gleichung dieser Parabel in Linienkoordinaten?

20. Von einem Punkte P sind nach einer Geraden g Strahlen
gezogen und auf jedem derselben im Endpunkte ein Lot errichtet.
Welche Kurve umhiillt diese Lote? (Linienkoordinaten.)

21. In die Parabel y?>=11x ist ein gleichseitiges Dreieck
eingezeichnet, dessen eine Spitze im Scheitel derselben liegt. Wie
lang ist jede der Seiten? Wie groB ist die Hohe?

22. Durch zwei Punkte der Parabel y* = 8, nimlich 2, =2,
9, > 0 und z, =18, y, <O, ist eine Gerade gelegt. Welches ist
die Gleichung dieser Sekante?

23. Durch den Punkt (=, ,) ist eine Sehne in die Parabel
9? = px zu legen, welche in diesem Punkte halbiert wird. Welches
ist die Gleichung derselben?

Beispiel. ¥?=1T7x, #, =5, y,= 3.

24. In welchen Punkten wird die Parabel

y2—10y — 62 +15=0
von der Geraden 38y + 42z — 12 = O geschnitten? Wie weit ist
der Brennpunkt der Parabel von der Geraden entfernt?

25. Woelches ist die Gleichung einer Parabel, die von der
Y-Achse bertihrt wird und die X-Achse in dem Punkte (12, 0)
schneidet, vorausgesetzt daf3 die Achse derselben der X-Achse
parallel liuft und der Parameter gleich 3 ist?

26. Welches sind die Gleichungen der Tangenten, die sich
vom Koordinatenanfangspunkte an die Parabel (y — ) =p (z — )
ziehen lassen?

Beispiel. y2—12y — 3z 4 84=0.

Tangente und Normale der Parabel.

27. An die Parabel > = px ist im Punkte (z,, %,) eine Tan-
gente gelegt. Welches ist die Gleichung derselben?
Beispiele. a) =5z, x, =20, y, =10;
b) y¥ =Tz, @, =1+, ¥ <O.
1’1:
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28. Im Punkte (;, y;) der Parabel y® = p« sei die Normale
konstruiert. Welches ist die Gleichung derselben?

Beispiel. =9z, x, =25, gy, = —15.

29a. Gegeben ist die Parabel

y?— 6y — 8x — 63 = 0.
BEs sollen die Gleichungen derjenigen Tangenten gefunden werden,
deren Beriihrungspunkte die Abscisse 2, = — 1 haben. Unter welchen
Winkeln sind diese Tangenten gegen die X-Achse geneigt? Welches
sind die Gleichungen der zugehdrigen Normalen?

29b. Es soll die Gleichung einer Parabel bestimmt werden,
die von der Geraden Lz + My + N = 0O beriithrt wird. Die Achse
der Kurve mége mit der X-Achse zusammenfallen, und der Scheitel
besitze die Koordinaten a, O.

Beispiel. 92 —4y+4+7=0, a=6.

30. Gegeben ist die Parabel y*= px und ein Punkt (2, y,)
derselben. Wie lang ist die Tangente, die in diesem Punkte die
Parabel beriithrt? Wie lang ist die Normale? Wie lang die Sub-
tangente? Wie lang die Subnormale?

Beispiel. ¥2=10%, z,=17, y > 0.

31. Gegeben ist eine Parabel und auf derselben der Punkt P.
Tangente und Normale an diesem Punkte der Kurve sind durch
Konstruktion zu finden.

32. In welchem Verhiiltnis teilt der Brennpunkt einer Parabel
den Abstand der beiden Punkte, in welchen die Achse von einer
Tangente und der zugehirigen Normale geschnitten wird?

33. Fiir welchen Punkt der Parabel y? = pa ist die Tangente
gegen die Achse unter dem Winkel ¢ geneigt?

Beispiele. a) y?=152, L ¢ =45%

b) ¥ =112z, L ¢ =120°

84. Von welchem Punkte der Achse einer Parabel y*=puz
lisst sich an dieselbe eine Tangente legen, deren Neigungswinkel
gegen die X-Achse 30° betriigt? Welches ist die Gleichung der-
selben ? ’

35. Gegeben ist die Parabel y*= pz. a) Fiir welchen Punkt
derselben ist die Tangente gleich dem Parameter? b) Fiir welchen
Punkt ist die Tangente 4 mal so groB als die Abscisse des Be-
rithrungspunktes ?
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36. Fir welchen Punkt der Parabel y%= px ist die Normale
doppelt so lang als die Subtangente? Welchen Winkel schlief3t in
diesem Falle die Normale mit der X-Achse ein?

37. An die Parabel y?= px ist eine Tangente zu legen, so
daB das Rechteck aus dieser und der zugehdrigen Normale gleich
dem doppelten Quadrate der Ordinate ist. Welches sind die Koor-
dinaten des Beriihrungspunktes? Unter welchem Winkel schneidet
die Tangente die X-Achse?

38. Es sollen die Koordinaten eines Punktes der Parabel ge-
sucht werden, fiir welchen die Normale gleich der Differenz zwischen
der Subtangente und der Subnormale ist.

39. Es ist zu zeigen, daB die Tangente mit dem nach dem
Berithrungspunkte gezogenen Brennstrahle und mit der Achse gleiche
Winkel einschlief3t.

40. Von dem Brennpunkte einer Parabel sind Lote auf die
Tangenten gefillt. a) Auf welcher Linie liegen die Fulpunkte der
Lote? b) Wenn jedes Lot tiber den FuBpunkt hinaus um sich
selbst verlingert wird, wo liegen die Endpunkte der Verldnger-
ungen (Gegenpunkte des Brennpunktes beztiglich der Tangenten)?

41. Von dem Punkte P einer Tangente der Parabel y*= px
ist eine Gerade nach dem Brennpunkte gezogen und eine zweite
nach dem FuBpunkte des vom Berithrungspunkte auf die Direk-
trix gefillten Lotes. In welcher Beziehung stehen diese beiden
Linien?

42. Es soll der geometrische Ort des Schnittpunktes einer
Tangente der Parabel mit dem Lote bestimmt werden, welches
im Brennpunkte asuf dem nach dem Berithrungspunkte gezogenen
Brennstrahle errichtet ist.

43, Gegeben ist die Parabel y* = px und die Gerade y = Mz + n.
Es soll eine Tangente an die Parabel gelegt werden, welche der
gegebenen Geraden parallel liuft. Welches ist die Gleichung der-
selben? Welches sind die Koordinaten des Berithrungspunktes?

Beispiel. ¢*=52, 3x—2y+7=0.

44. Welche Tangente der Parabel y? = px ist gegen die Ge-
rade y = Mz -+ n unter dem Winkel ¢ geneigt? Welches sind
die Koordinaten des Beriihrungspunktes?

Beispiel. 9?=12x, y=3z—4, Lo=4b"
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45, Von einem gegebenen Punkte P ist an eine Parabel eine
Tangente zu legen. Fiir welche Lage des Punktes P 1Bt sich
keine reelle Tangente konstruieren?

46. Es ist nachzuweisen, in welchem Verhiltnis der Abstand
des Brennpunktes der Parabel von einer Tangente zu der zuge-
hérigen Normale steht.

47. Auf der Parabel y?>=px gleiten zwei Tangenten fort,
welche sich rechtwinklig durchschneiden. Welches ist der geo-
metrische Ort des Durchschnittspunktes derselben?

48. An die Parabel y?=px sind zwei Tangenten gelegt,
welche auf einander lotrecht stehen. Wie gro3 ist das Rechteck
aus den zugehfrigen Subtangenten?

49, In den Endpunkien einer beliebigen Brennpunktsehne sind
Tangenten an die Parabel gelegt. Unter welchem Winkel schnei-
den sich dieselben?

50. Von dem Brennpunkte der Parabel 4= px sind Strahlen
nach allen Tangenten derselben unter dem konstanten Winkel ¢
gezogen. Welches ist der geometrische Ort der Schnittpunkte?

51. In den Punkten (w,, %,) und (z,, y,) sind zwei Tangenten
an die Parabel y?= px gelegt. Welches ist die Gleichung der
Geraden, die den Schnittpunkt der Tangenten mit dem Brenn-
punkte verbindet? Es ist zu zeigen, dal diese Gerade den Winkel,
welchen die nach den Bertihrungspunkten gezogenen Brennstrahlen
bilden, halbiert.

52. An die Parabel y?=381lx sind zwei Tangenten gelegt,
deren Bertthrungspunkte », =&, y, >0, z, =14, y, <0 sind
Welches sind die Koordinaten des Schnittpunktes derselben? Welchen
Winkel schlieBen beide mit einander ein?

53. An die Parabel y>= p« sind Tangenten gelegt, deren
Berithrungspunkte (xz;, %) und (%, %,) sind. Es ist das Ver-
hiltnis zu bestimmen zwischen dem Winkel, den die Tangenten
einschliessen, und dem Winkel, welchen die nach den Beriihrungs-
punkten gezogenen Bremnstrahlen bilden.

54. Gegeben ist die Parabel y> = px. In den Punkten (z,, %,)
und (%,, y,) sind Tangenten an dieselbe gelegt. Es ist zu zeigen,
daf} die Quadrate der Tangenten, gerechnet von ihrem Schnittpunkte
bis zu den Beriihrungspunkten, sich verhalten wie die nach den
Berithrungspunkten gezogenen Brennstrahlen.
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55. An eine Parabel sind in den Punkten B und C Tangenten
gelegt, welche sich im Punkte A durchschneiden. Eine dritte
Tangente beriihrt die Parabel im Punkte I und schneidet die bei-
den ersten Tangenten in G und H. Es ist nachzuweisen, dal} die
Strecke GH vom Brennpunkte aus gesehen unter einem konstanten
Winkel erscheint. In welcher Beziehung steht dieser Winkel zu
dem, den die beiden Brennstrahlen BF und CF einschlieBen?

H56. An eine Parabel sind in den Punkten B, C und L Tan-
genten gelegt. Wie liflt sich nachweisen, daf3 der dem Tangen-
tendreieck umschriebene Kreis durch den Brennpunkt der Parabel
geht?

H7. Um eine Parabel ist ein gleichschenkliges Dreieck be-
schrieben. Welche Lage haben die Spitze desselbem, der Beriih-
rungspunkt der Grundlinie und der Brennpunkt der Parabel zu ein-
ander ?

58. Zwei Tangenten der Parabel y?= p« bilden mit der Schei-
teltangente derselben ein gleichseitiges Dreieck, in dem jede Seite
gleich s ist. Welches sind die Koordinaten der Beriihrungspunkte?

59. Um eine Parabel ist ein gleichseitiges Dreieck beschrieben.
Welche Lage haben die Geraden zu einander, welche die Ecken des
Dreiecks mit den gegeniiberliegenden Beriihrungspunkten verbinden?

60. Gegeben ist die Parabel y?= px. Unter welchen Win-
2

keln wird dieselbe a) von dem Kreise 2%+ y*= f—Ga b) von dem

2
Kreise (x — {—i) -+ 2= p* geschnitten?

61. Es soll die Gleichung einer Parabel gefunden werden,
welche den Kreis y*>+ (# — a)?= »* einschlieBend beriihrt. Die
Achse derselben moge mit der X-Achse zusammenfallen und der
Scheitel im Koordinatenanfangspunkte liegen.

Beispiel. y*+ (z —13)*= 25.

62. Gegeben ist die Parabel 2 = px und der Kreis 2* 4 y* =2
Welches sind die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten
beider Kurven?

Beispiel. y*= 3z, =%+ y?= 25.

63. Zwei Parabeln mit gemeinschaftlicher Achse entsprechen
den Gleichungen y*= p,# und y= p, (x — a). Welches sind die
Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten beider Kurven?
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Beispiele. a) =Tz, y®=11(z—9);
b) y*=15%, gy*'=9 (z—7).

64. Von dem Punkte (#;, y,) sind an die Parabel 3= pzx
zwei Tangenten zu legen. Welches sind die Gleichungen derselben?
Welches sind die Koordinaten der Beriihrungspunkte?

Beispiele. a) y*=5z, 2,=38, y="1;

b) y*=11z, =x, =25, y =38.

65. Von dem Punkte (2, y,) sind zwei Tangenten an die
Parabel y?= pax gelegt. a) Wie groB ist das Rechteck aus den
Abscissen der Beriihrungspunkte? b) Wie grof3 ist die Summe der
Ordinaten der Beriihrungspunkte?

66. Gegeben ist die Parabel y2 = px und der Punkt (w;, ;).
Welchen Winkel schliefen die beiden Tangenten ein, die sich von
dem gegebenen Punkte an die Parabel ziehen lassen? Wie 1iBt
sich aus der gefundenen Relation die Gleichung fiir den in Auf-
gabe 47 gesuchten geometrischen Ort entwickeln?

Beispiel. y?=5z, 4,=—3, y =1.

Pol und Polare.

67. Von dem Punkte (z,, y,) sind zwei Tangenten an die
Parabel 2= px gezogen. Welches ist die Gleichung der Polare
des Punktes (=, y,) besiiglich der Parabel?

Beispiele. a) y*=6x, =x,=—2, y =5;

b) =18z, » = 2, Y= — 6;
¢) ¥¥=1¥g =11, y =4

68. Welches ist die Gleichung der Polare des Brennpunktes
beztiglich der Parabel y%= pa?

69. Gegeben ist die Parabel 4>=11x. In welchen Punkten
wird dieselbe von der Polare des Punktes z, = —5, y,=—1
geschnitten ?

70. Gegeben ist eine Parabel y*>= px und der Pol P (=, ¥,).
Durch den Pol ist eine Parallele zur Achse bis zum Schnitt mit
der Polare gezogen. In welchem Verhiltnis wird diese Strecke
durch die Parabel geteilt?

T1. Gegeben ist die Parabel y* = pa und der Punkt P (2, %,).
Es soll die Polare des Punktes beziiglich der Parabel durch Kon-
struktion gefunden werden.
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72. Die Gerade Lx + My + N =0 werde als Polare be-
ziiglich der Parabel y%= px betrachtet. Welches sind die Koor-
dinaten des zugehdrigen Poles? Wo liegt der Pol, wenn L =0 ist?

Beispiele. a) y*=14z, 4y — 3z + 28 =0;

Y x
139" 1.

73. Der Pol P liegt auf der Direktrix der Parabel. Von
demselben ist ein Lot auf die zugehdrige Polare gefillt. In welchem
Punkte schneidet das Lot die Polare? Welche metrische Beziehung
besteht in diesem Falle zwischen dem Lote und den Abschnitten

der Polare?
T4a. Die Gerade g gehe durch den Brennpunkt der Para-
bel 2= px. Der zugehirige Pol ist durch Konstruktion zu finden.
T74b. Auf einer Parabel ist der Punkt A4 gegeben. Wie 118t
sich nach dem vorhergehenden in diesem Punkte eine Tangente
an die Parabel legen?

b) 3/2= %x’

75. Gegeben ist die Parabel y>= px und der Pol P (x, y,).
a) Unter welchem Winkel schneiden sich die Strahlen, welche von
dem Brennpunkte F' nach dem Pole und nach dem Schnittpunkte
der Polare und der Direktrix gezogen werden konnen? b) Die von
P ausgehende Parallele zur Achse schneide die Direktrix in L.
Unter welchem Winkel wird die Polare des Punktes P von der
Geraden LF geschnitten?

76. Gegeben ist die Parabel 2= px und die beiden Punkte
(%1, ) vnd (%, ;). In welcher Beziehung steht der Abschnitt,
den die Polaren dieser Punkte auf der X-Achse bilden, zu dem
Abstande der FuBlpunkte der Lote, die sich von den Polen auf
die X-Achse fillen lassen?

77. Gegeben ist die Parabel y?=Tx und die beiden Gera-
den y =52 —1 und y = 32 4 2. Die letsteren mogen als Polaren
beziiglich der Parabel betrachtet werden. Welches ist die Glei-
chung der Verbindungslinie der beiden zugehérigen Pole? Wie grof3
ist der Inhalt des von den Geraden eingeschlossenen Dreiecks?

78. Der Gleichung y? — px — k*= 0 entspricht ein Parabel-
biischel, wenn man dem Parameter p alle mdglichen reellen Werte
erteilt. Welche Lage haben die Polaren eines Punktes (z, y,)
beztiglich der Parabeln dieses Biischels?
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Durchmesser der Parabel.

79. Welche Gestalt nimmt die Gleichung der Polare des
Punktes P (w,, y;) beztiglich der Parabel y?= px an, wenn der
Punkt P in die Unendlichkeit riickt?

80. In welchem Verhiltnis wird jede nach dem unendlich
fernen Punkte [P gerichtete Sehne der Parabel durch die zuge-
horige Polare (Durchmesser) geteilt?

81. Gegeben ist eine Schar paralleler Sehnen, welche der
Gleichung y = M« + n entspricht (» ist eine veréinderliche Kon-
stante). Es ist die Gleichung des Durchmessers zu bestimmen,
welcher der Sehnenschar konjugiert ist.

Beispiel. y?=%wx, 4z — Ty +n=0.

82. Gegeben ist der Durchmesser einer Parabel y = k. Welcher
Gleichung entspricht die demselben konjugierte Sehnenschar?

Beispiel. y*=132, y= —11.

83. In der Fliche der Parabel y%= 6« befindet sich der Punkt
2, =4, y; = 8. Welche Sehne der Parabel wird in diesem Punkte
halbiert?

84. Gegeben ist die Parabel %= px und der Durchmesser
y=y¢q. Es soll darch den Scheitelpunkt eine. Sehne gezogen wer-
den, welche durch den gegebenen Durchmesser halbiert wird. Wie
168t sich die Sehne durch Konstruktion ermitteln?

Beispiel. y2=16x, y=— 9.
85. Die Gleichung einer Parabel ist 42 =9z, die eines Durch-
messers derselben y = — 7. Welche Lage haben die Polaren aller

Punkte des Durchmessers beztiglich der Parabel?

86. Die Parabel y?= px wird durch eine Schar paralleler
Sehnen, welche der Gleichung y = M« -+ q entspricht, geschnitten.
Welches ist der Ort der Pole, wenn die Sehnen als Polaren be-
trachtet werden?

87. Von dem Punkte P (w,, ,) ist ein Durchmesser durch
die Parabel y2= px gezogen und in dem Schnittpunkte des Durch-
mesgsers und der Parabel eine Tangente an die letztere gelegt.
Unter welchem Winkel ist die Tangente gegen die Polare des
Punktes P geneigt?

88. Von dem Punkte P sind an eine Parabel zwei Tangenten
und der Durchmesser gezogen, ferner in dem Punkte, in dem der
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Durchmesser die Parabel schneidet, eine Tangente an die letztere
gelegt und bis zum Durchschnitt mit den beiden ersten Tangenten
verliingert. Es ist zu zeigen, daf} die dritte Tangente in ihrem
Berithrungspunkte halbiert wird und jede der durch P gehenden
Tangenten halbiert.

89. An die Parabel 9= px sind drei Tangenten gelegt und
die Beriihrungspunkte -durch gerade Linien verbunden. Wie ver-
hilt sich der Inhalt des umschriebenen Dreiecks zu dem des ein-
geschriebenen?

90. Durch den Punkt (,, y,) der Parabel y?= px ist ein
Durchmesser und eine Tangente gelegt. Welche Gestalt nimmt
die Gleichung der Parabel an, wenn man den Durchmesser als
Abscissenachse, die Tangente als Ordinatenachse betrachtet?

91. In welcher Beziehung steht der Parameter irgend eines
Durchmessers zu der Entfernung des Endpunktes desselben vom
Brennpunkte der Parabel?

92. In einer Parabel sind zwei parallele Sehnen gezogen. In
welcher Beziehung stehen die Quadrate dieser Sehnen?

93. Gegeben ist eine Parabel. Das Achsensystem wird von
einem Durchmesser und der Tangente im Endpunkte desselben ge-
bildet, welche mit diesem den Winkel ¢ einschlie3t. Welches sind

die Koordinaten des Poles, wenn die Gerade % + % =1 als Po-

lare bestiglich der Parabel betrachtet wird?

94. Auf zwei Durchmessern einer Parabel sind von ihren End-
punkten aus gleiche Stiicke abgeschnitten und die Teilpunkte mit
einander verbunden. In welcher Beziehung stehen die Abschnitte
der so entstandenen Sehne zu einander ?

Die Parabel als geometrischer Ort.

95. Auf welcher Linie liegen die Halbierungspunkte simt-
licher Ordinaten einer Parabel, deren Gleichung y? = px ist?

96. Gegeben ist die Parabel y2= px. a) Auf welcher Linie
liegen die Halbierungspunkte aller Leitstrahlen derselben? b) Jeder
Leitstrahl ist um sich selbst verlingert. Auf welcher Linie liegen
die Endpunkte?
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97. Von dem FuBlpunkte der Direktrix sind Sekanten in die
Parabel y®= px gezogen und die so entstandenen Sehnen halbiert.
Auf welcher Kurve liegen die Halbierungspunkte der Sehnen?

98. Von dem Brennpunkte der Parabel y®=— px sind Lote
auf die Normalen dieser Kurve gefillt. Es ist der geometrische Ort
der Fulpunkte der Lote zu bestimmen.

99. Bs ist der geometrische Ort des Schnittpunktes derjenigen
Normalen der Parabel y>= px zu bestimmen, welche lotrecht zu
einander stehen.

100. An die Parabel y*=pz sind zwei Tangenten gelegt.
Die Kotangenten der Neigungswinkel dieser Tangenten zur Haupt-
achse haben eine Differenz — d. Welches ist der geometrische Ort
des Schnittpunktes der Tangenten?

101. Gegeben ist die Gerade g und der Punkt P aufBerhalb
derselben. Von dem Punkte P ist ein Strahl nach g gezogen und
itber diesem als Grundlinie ein gleichschenkliges Dreieck konstruiert,
so daf} der eine Schenkel desselben auf der Geraden g lotrecht
steht. Welches ist der geometrische Ort der Spitze desselben?

102. Gegeben ist die Gerade g und der Punkt P auBlerhalb
derselben. Durch den Punkt P ist eine Schar von Kreisen gelegt,
die alle von der Geraden g beriihrt werden. Auf welcher Linie
liegen die Endpunkte aller Durchmesser, die von P aus gezogen
werden kénnen?

103. Die konstante Grundlinie a eines Dreiecks liegt fest;
zwischen den beiden anliegenden Winkeln § und y besteht die Re-
lation sinf = fgy. Welches ist der geometrischs Ort der Spitze
des Dreiecks?

104. Von einem Dreieck liegt ein Eckpunkt fest, die dem-
selben gegeniiberliegende Seite aber, welche die konstante Linge ¢
hat, wird lings einer gegebenen Geraden g fortgeschoben. Auf
welcher Linie bewegt sich dann der Mittelpunkt des umschriebenen
Kreises fort?

105. Von einem Dreieck ist die Grundlinie ¢ und der Inhalt J
gegeben. Die Seite ¢ m&ge mit der X-Achse, der eine End-
punkt mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammenfallen. Welches
ist der geometrische Ort des Hohenpunktes?

106, Die Grundlinie ¢ eines Dreiecks hat dieselbe Lage wie
in der vorhergehenden Aufgabe. Die gegeniiberliegende Spitze gleitet
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auf der Parabel y?>= pax fort. Welches ist der geometrische Ort
des Schwerpunktes?

107. Die Grundlinie ¢ eines Dreiecks hat dieselbe Lage wie
in Aufgabe 105. Die gegeniiberliegende Spitze gleitet lings der
Parabel y + na? — ma = 0, deren Direktrix der X-Achse parallel
liuft, fort. Welche Linie beschreibt der Schwerpunkt des Dreiecks?

108. Gegeben ist die Gerade g und der Punkt P. Es soll
der geometrische Ort eines Punktes @ bestimmt werden, so dal
das Quadrat seiner Entfernung von P, vermindert um das Quadrat
seines Abstandes von g, gleich d? ist.

109. In dem Teile des Kreises y*®= 27z — 2% der zwischen
den beiden Geraden « =0 und z =1 liegt, sind Kreise konstruiert,
welche die Peripherie und den Durchmesser bertihren. Welches
ist die Gleichung der Linie, auf welcher die Mittelpunkte dieser
Kreise liegen?

110. Auf welcher Linie liegen die Mittelpunkte aller derjenigen
Kreise, welche die Gerade # = O und den Kreis y? 4+ (z —a)? =1»*
bertihren ?

111. Gegeben ist die Gerade g (z =0) und der Kreis K
[(z-—a)®+y*=1?]. Es soll der geometrische Ort desjenigen Punk-
tes bestimmt werden, dessen Entfernung von g gleich der Tan-
gente ist, die sich von ihm an den Kreis K ziehen 14[3t.

112, In dem Rechteck ABCD ist eine Parallele zu der Dia-
gonale AC gezogen, welche die Seite AB in E, die Seite 5C in
F schneidet. Man verbindet 4 mit F und zieht durch FE eine
Parallele zu BC, dann schneiden sich diese Linien im Punkte P.
Welche Linie beschreibt der Punkt P, wenn die Gerade EF so
verschoben wird, daB sie der Diagonale .AC parallel bleibt?

113. Die Tangenten der Parabel y*= px mdogen als Polaren
beziiglich des Kreises #? 4 % = r? betrachtet werden. Auf welcher
Kurve liegen die zugehorigen Pole?

Konstruktionsaufgaben.

114. Zur Konstruktion einer Parabel ist auller dem Brenn-
puukte F und der Richtung der Achse @
a) ein Punkt P der Kurve oder
b) die Richtung einer Tangente ¢
gegeben.
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115, Es soll die Richtung der Direktrix einer Parabel be-
stimmt werden, wenn der Brennpunkt F’, die Richtung einer Tan-
gente ¢ und deren Berithrungspunkt P gegeben sind.

116. Zur Konstruktion einer Parabel sind zwei Tangenten ¢
und %, und der Bremnnpunkt F' gegeben.

117. Gegeben sind zwei Tangenten #; und {, und der Brenu-
punkt F' einer Parabel. Es soll die Lage eines Punktes der Kurve
gefunden werden, dessen Brenmstrahl gleich dem arithmetischen
Mittel der Brennstrahlen der beiden Punkte ist, in denen die Pa-
rabel von 7, und ¢, beriihrt wird.

118. Eine Parabel ist zu konstruieren, wenn aul3er dem Brenn-
punkte F

a) zwei Punkte der Kurve P; und P, oder
b) ein Punkt P und die Richtung einer Tangente ¢
gegeben sind.

119. Zur Konstruktion einer Parabel sind zwei Punkte der-
selben, P, und P,, und die Direktrix d gegeben.

120. Von einer Parabel kennt man die Lage eines Punktes P,
die Richtung der Achse a und die der Direktrix d. Die Parabel
ist zu konstruieren.

121. Zur Konstruktion einer Parabel ist die Direktrix d, eine
Tangente ¢ und der Beriihrungspunkt derselben P gegeben. Wie
148t sich die Lage des Brennpunktes bestimmen?

122. Bs soll der Brennpunkt einer Parabel gefunden werden,
wenn ein Punkt P der Kurve, die Direktrix d und eine Tangente ¢
der Lage nach bekannt sind.

123. Die Direktrix d, die Scheiteltangente s und eine andere
Tangente ¢ einer Parabel sind gegeben. Wie findet man den Brenn-
punkt der Kurve?

124. Von einer Parabel kennt man die Lage eines Punktes P,
die Richtung der Achse o und die Lage des Scheitelpunktes S.
Brennpunkt und Direktrix sind durch Konstruktion zu finden.

125. Zur Konstruktion einer Parabel sind die Achse a, eine
Tangente ¢ und deren Bertihrungspunkt P gegeben.

126. Wie findet man Brennpunkt und Direktrix einer Para-
bel, wenn die Achse a, der Scheitel S und eine Tangente ¢ ge-
geben sind?
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1217. Von einer Parabel sind die Scheiteltangente #,, eine
andere Tangente ¢, und der Beriihrungspunkt P der letzteren ge-
geben. Wie 1iBt sich die Komstruktion der Parabel ausfithren?

128. Zwei Tangenten der Parabel #, und ¢, mit ihren Be-
rithrungspunkten P, und P, sind gegeben. Die Lage der Direktrix
und des Brennpunktes durch Konstrukfion zu bestimmen.

129. Aus der Scheiteltangente f;, und zwei andern Tangenten
t, und t, einer Parabel die Bestimmungsstiicke dieser Kurve durch
Konstruktion zu ermitteln.

180. Zur Konstruktion einer Parabel sind drei Tangenten ?;,
ty, i, und die Achse @ gegeben.

131. Von einer Parabel sind die beiden Punkte P, und P,
und die Achse a gegeben. Wie lillt sich die Konstruktion der
Kurve "ausfiihren?

132. Von einer Parabel sind vier Tangenten %, &, #;, 7, ge-
geben. Die Kurve ist durch Konstruktion zu finden.

133. In ein gleichschenkliges Dreieck soll eine Parabel gelegt
werden, so daB3 die Achse mit der Hohe zur Grundlinie zusammen-
fillt und die Schenkel die Parabel in den Endpunkten der Grund-
linie beriihren.

134. Direktrix und Brennpunkt einer Parabel zu finden, welche
die eine Seite eines Dreiecks in ihrem Halbierungspunkte, die bei-
den andern Seiten in ihren Verliingerungen beriihrt.

135. Von einer gegebenen Parabel sollen Brennpunkt, Direk-
trix und Achse durch Konstruktion gefunden werden.

136. Von einer Parabel ist ein Bogen gegeben, welcher den
Scheitel nicht enthiilt. Wie findet man Achse und Scheitel der Kurve?

137. Zur Konstruktion einer Parabel ist die Richtung und
Lage der Achse @, die Lénge des Parameters p und ein Punkt der
Kurve. P gegeben.

138. Es soll durch Konstruktion der Brennpunkt einer Pa-
rabel gefunden werden, wenn die Direktrix d, ein Pol P und die
zugehdrige Polare p der Lage nach gegeben sind.

139. Zur Konstruktion einer Parabel sind der Brennpunkt
derselben F, der Pol P und die zugehdrige Polare p gegeben.

140. Von einer Parabel ist die Achse @ gegeben, ferner der
Pol P und die zugehorige Polare p. Wie 1Bt sich die Konstruktion
der Parabel ausfiihren?
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Flacheninhalt der Parabel.

141. Von der Parabel 4> = p« sind die Abscissen zweier Punkte
2, und x, gegeben. Wie grof} ist der Inhalt desjenigen Flichen-
stiickes, welches von den beiden zugehdrigen (positiven oder nega-
tiven) Ordinaten, der Achse und dem Parabelbogen begrenzt wird?

Beispiel. y*=6w, x,=8%, x,=13%

142. Welches ist der Inhalt des durch den Parameter abge-
schnittenen Parabelsegmentes, wenn die Gleichung der Parabel
y2=px ist?

Beispiel. y?*=9u.

143. Wie groB ist der Parameter einer Parabel, von welcher
eine zur Achse senkrechte Gerade von der Linge 2a ein Segment
= a? abschneidet?

144. Zwei Punkte der Parabel y?= px, deren Abscissen
und z, und deren Ordinaten positiv sind, werden durch eine Sehne
verbunden. Wie groB ist das von der Sehne und dem Bogen be-
grenzte Stiick?

Beispiel. y?=42, 2,=9, z,= 25,

145, Durch den Scheitelpunkt der Parabel y®> = px ist eine
Sehne gezogen, welche gegen die Achse unter dem Winkel « ge-
neigt ist. Welchen Inhalt hat das durch dieselbe abgeschnittene
Segment ?

Beispiel. 9*=102, La= 509,

146. Um ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite s ist eine
Parabel beschrieben, so dal3 der Scheitel derselben mit dem einen
Eckpunkte, die Achse mit der Hohe zusammenfillt. Wie groB ist
die Summe der Inhalte der beiden Segmente?

147. Durch den Bremnpunkt der Parabel y?= px ist eine
Sehne gelegt, welche mit der X-Achse den Winkel « einschlieB3t.
Welchen Inhalt hat das Parabelsegment, das durch diese Sehne
abgeschnitten wird?

Beispiel. 9*=Tz, Lao=45°

148. Die im Brennpunkte der Parabel y*= px stehende posi-
tive Ordinate ist um den Parameter verlingert und durch den
Endpunkt der Verlingerung ist eine Parallele zur Achse gezogen.
In welchem Verhiltnis stehen die Inhalte der beiden entstandenen
dreieckigen Figuren?
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149. In der Parabel y®*= px ist eine Sehne gezogen, deren
Endpunkte die Koordinaten %, 3, und #,, y, besitzen. In welchem
Verhiltnis steht das Segment zu dem Parallelogramm, welches die
Sehne und die derselben parallele Tangente der Parabel zu Seiten hat?

150. Von dem Punkte (z;, y;) sind an die Parabel y*=pux
zwei Tangenten gezogen. Welchen Inhalt hat das Flicheustiick,
welches von den beiden Tangenten und dem dazwischen liegenden
Parabelbogen begrenzt wird?

151. Gegeben ist die Parabel y®>= 3«. In derselben ist eine
Sehne gezogen, welche die Liinge 10 besitzt und unter einem Win-
kel von 50° gegen die Achse geneigt ist. Welches ist der Inhalt
des von derselben abgeschnittenen Parabelsegmentes?

152. Die Parabel y>= 92 wird von den beiden Parallelen
Y —x-+10 =0 und y — 2 + 18 = O geschnitten. Welchen Inhalt
hat das von den beiden Geraden und den dazwischen liegenden
Bogen der Parabel begrenzte Stiick?

153. Gegeben ist die Parabel y® =p » und der Kreis y® =4 px — a2
Welche Inhalte haben die Teile, in welche der Kreis durch die
Parabel zerlegt wird?

154. Gegeben ist die Parabel y? = px. Uber dem Parameter
derselben als Durchmesser ist ein Kreis konstruiert. In welchem
Verhiiltnis stehen die Teile des Kreises, in welche derselbe durch
die Parabel zerlegt wird?

155. Zwei Parabeln sind gegeben, welche den Gleichungen
y®=px und #?= py entsprechen. Es soll der Inhalt desjenigen
Flichenstiickes bestimmt werden, welches von den Bogen begrenzt
wird, die zwischen den Schnittpunkten liegen.

156. Die beiden Parabeln y*=pz und #*=2p (x — —Z—)

schneiden sich in zwei Punkten. Welchen Inhalt hat das Flichen-
stiick, welches von den Bogen begrenzt wird, die zwischen den
Schnittpunkten liegen? .

B
1— cosep
Gegeben sind zwei Radienvektoren r; und 7y, sowie die zugehdrigen
Anomalien ¢, und g,. Welches ist der Inhalt des von r; und 7y
herausgeschnittenen Parabelsektors?

Beispiel. p =10, L¢,=60° Lgp,= 30°
Hochheim, Aufgaben a, d. anal. Geometrie. IL 2

157. Die Polargleichung einer Parabel ist r =
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158. Ein Komet beschreibt bei seiner Bewegung um die Sonne
eine Parabel. Nach Verlauf von 30 Tagen hat derselbe eine Win-
kelentfernung von 6° 30’ vom Perihel erreicht und befindet sich
in der Entfernung von 1,5 Erdweiten von der Sonne. Wie lange
Zeit wird verstreichen, bis die Entfernung des Kometen von der
Sonne 3 Erdweiten betriigt, und welches ist dann die Winkelent-
fernung desselben vom Perihel?

Die Ellipse.

Die Gleichung der Ellipse.

159. Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, fiir
den die Summe der Entfernungen von den beiden Punkten (e, 0)
und (— e, 0) gleich 2a ist?

160. Die Achsen einer Ellipse fallen mit den Koordinaten-
achsen zusammen. Welches ist die Gleichung der Kurve, wenn
die Hauptachse 2@ =10, die Nebenachse 2b = 6 ist?

161. Die Hauptachse einer Ellipse ist 2a = 26, die lineare
Excentricitit ¢ = 12. Welches ist die Gleichung der Kurve, wenn
die Achsen mit den Koordinatenachsen zusammenfallen?

162. Die Summe der Halbachsen einer Ellipse ist ¢ 4+ b = 27,
die lineare Excentricitit e — 9. Welches ist die Gleichung der
Ellipse?

163. Die Achsen einer Ellipse fallen mit den Koordinaten-
achsen zusammen, die Koordinaten zweier Punkte der Kurve sind
%y, Y15 %y Yp. Welches ist die Gleichung der Ellipse?

Beispiel. #,=1, y,=4; 2,=—6, y,=1.

164. Die Koordinaten des Mittelpunktes einer Ellipse sind
z, =4, y, =7, die Achsen derselben 20 =14, 20 = 8. Welches
ist die Gleichung derselben, wenn die Achsen den Koordinaten-
achsen parallel laufen?

165. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse

16y — 82y + 922+ 862 = 92.
Welches sind die Koordinaten des Mittelpunktes? Wie grol3 sind
die Achsen? Welches sind die Koordinaten der Brennpunkte?
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166. Wie verhalten sich die Quadrate der Ordinaten zweier
Punkte der Ellipse a®y® 4 b?x? = a?b%?

167. Die Gleichung einer Ellipse ist 7y®+ 32?=18. Wie
gro3 ist der Parameter? Wie groB die numerische Excentricitit
derselben?

168. Fiir welchen Punkt der Ellipse a®y® -+ b?a? = a?b? sind
Abscisse und Ordinate gleich? Wie lift sich der Punkt durch
Konstruktion finden?

169. Gegeben ist die Ellipse a?y® + b%2% = a®b? und der Punkt
(@, y,) derselben. Welches sind die Gleichungen der Brennstrahlen,
die sich nach diesem Punkte ziehen laBen? Wie lang ist jeder
der Brennstrahlen?

Beispiel. 100y®+ 362%= 8600, =2, =8, y, = 3,6.

170. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse 18y% + 74?2 = 126.
Welchen Winkel schlieBen die nach dem Punkte a; =38, y >0
derselben gezogenen Brennstrahlen mit einander ein?

171, Fir welchen Punkt der Ellipse a®y®+4 b?2%=a?b? ist
das Rechteck aus den Brennstrahlen gleich dem Quadrate iiber 3-b?

172. Welches ist die Gleichung einer Ellipse, in der die Summe
der Brennstrahlen eines Punktes derselben dreimal so grof ist als
die doppelte lineare Excentricitit?

173. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse a®y? + b?2* = a®b*

Welche Gestalt nimmt dieselbe an, wenn die Gerade £ = — a zur
Y- Achse gewithlt wird, die X-Achse aber unvertindert bleibt (Schei-
telgleichung)?

174. Wenn ein Punkt der Ellipse 86y?+4 252%= 900 die
Ordinate -+ 3 hat, welches ist dann die Abscisse fiir die Scheitel-
gleichung derselben?

175. Die Scheitelgleichung einer Ellipse ist y* = 5-2x — 242
Wie grol3 sind die Achsen derselben?

176. Von einer Ellipse ist die kleinere Achse 20 =12 und
der Parameter p = 5 gegeben. Welches ist die Scheitelgleichung
derselben?

177. Fiir die Scheitelgleichung einer Ellipse sind die Koordi-
naten zweier Punkte x,, y, und wz,, y, gegeben. Wie grol3 sind
die Achsen derselben?

Beispiel. 2,=2, y,=1; 2,=6, y,=—1.

LEd
&
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178. Welches ist die Polargleichung einer Ellipse, deren
Achsen 2a und 2b sind, wenn der Mittelpunkt als Pol, die Haupt-
achse als Achse angenommen wird? Wie groB ist die Summe der
reciproken Quadrate zweier Radienvektoren, die auf einander lot-
recht stehen?

179. Welches ist die Polargleichung einer Ellipse mit den
Achsen 2a und 2b, wenn die Hauptachse als Achse und einer
der Brennpunkte als Pol angenommen wird?

180. Durch einen Bremnpunkt einer Ellipse ist eine Sehne
gezogen. Wie grol3 ist das Rechteck, welches sich aus den Ab-
schnitten derselben bilden 1iBt?

181. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse sind zwei Sehnen
gezogen. Wie verhalten sich die Rechtecke, von denen jedes aus
den Abschnitten einer Sehne gebildet wird?

182. Wie groB ist das harmonische Mittel zwischen den Ab-
schnitten einer Brennpunktsehne der Ellipse?

183. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse sind zwei Sehnen
gezogen, welche lotrecht zu einander stehen. Wie groB ist die
Summe der reciproken Werte derselben?

184. Die groBe Achse einer Ellipse ist 2a = 20, die lineare
Excentricitit ¢ = 6. Fiir welche Anomalie ist der Radiusvektor
gleich dem Parameter der Ellipse?

185. Gegeben ist die doppelte Excentricitit der Erdbahn
2e= 69600 Meilen und die groBe Achse derselben 2a = 41280000
Meilen. Um wieviel ist die Entfernung der Erde von der Sonne
gewachsen, wenn sich dieselbe um den Winkel o = 120° vom
Perihel fortbewegt hat?

186. Es soll die numerische Excentricitit der Erdbahn ge-
funden werden, wenn die Entfernung der Erde von der Sonne bei
der Anomalie @ = 110° 20659200 Meilen betriigt, und der halbe
Parameter gleich 20639000 Meilen ist.

Die Ellipse und die Gerade.

187. In welchen Punkten wird die Ellipse a%y® + b22? = a®b*
von der Geraden y = Mz + % geschnitten?
Beispiele. a) 25y*+4 2> =100, y=>5x+T;
b) 86y%+4252?=900, 9y —10x + 75 = 0;
c) Ta* 4+ 94 =1, y=2x+11.
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188. Welches ist die geometrische Bedeutung der Relation
2 2 b2 — p2 z ?
o + n = 0

189. Die Achsen einer Ellipse fallen mit den Koordinaten-
achsen zusammen. Welches ist die Gleichung der Ellipse in Linien-
koordinaten ?

190. Um den Punkt (e, 0) ist mit dem Radius 2a ein Kreis
beschrieben und in demselben ein Biischel von Sehnen gezogen,
dessen Mittelpunkt (— ¢, 0) ist. Errichtet man in den Halbierungs-
punkten der Abschnitte jeder Sehne Lote, so werden diese von
einer Kurve eingehiillt. Welches ist die Gleichung dieser Kurve
in Linienkoordinaten? (a>> e.)

191. Gegeben ist der Kreis #%4- 2= #% Innerhalb desselben
sind durch die Punkte (¢, 0) und (— e, 0) parallele Sehnen ge-
zogen und die Endpunkte derselben, welche auf derselben Seite
des Kreisdurchmessers liegen, durch gerade Linien verbunden.
Welche Kurve hiillt die letzteren geraden Linien ein?

192. Gegeben ist das Kreisbiischel 2%+ y%— 2%z — f2= 0,
Auf der Y-Achse sind die beiden Lote ¥ = @ und y = — a errich-
tet (¢>f) und die Punkte, in denen ein Kreis des Biischels von
diesen Loten geschnitten wird, kreuzweise verbunden. Welche Kurve
umhiillt die letzteren Linien? Was wird aus dem Gebilde fiir a = f?

193. In welchen Punkten schneidet die Ellipse

49y — 196y + 2522+ 1502 — 799 — 0
die Koordinatenachsen?
194. Gegeben ist die Ellipse
9y — 18y + 422 — 162 —11=0
und die Gerade x —2y — 2= 0. In welchen Punkten wird die
Ellipse von der Geraden geschnitten?

195. Durch einen Brennpunkt der Ellipse 16942 4 2522 — 4225
ist eine Sehne gelegt, welche zu beiden Achsen gleiche Neigung
hat. In welchen Punkten schneidet dieselbe die Ellipse?

196. Durch den links liegenden Brennpunkt der FEllipse
100y® +92? = 900 ist eine Sehne von der Liinge 7 zu ziehen.
Welches ist die Gleichung derselben?

197. Von dem Koordinatenanfangspunkte sind an die Ellipse

259y — 200y + 422 — 562 + 496 — 0
zwei Tangenten zu legen. Welches sind die Gleichungen derselben?
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198. Jede der beiden Achsen der Ellipse 4942 - 2542 = 1225
sei stetig geteilt, so dal3 die Teilpunkte auf den positiven Achsen-
teilen liegen. Welches sind die Koordinaten der Punkte, in denen
die Verbindungslinie dieser Teilpunkte die Fllipse schneidet?

199. In die Ellipse a®y®+ b?2? = a?b? ist ein Quadrat ein-
beschrieben. Welches sind die Gleichungen der Seiten? Wie grof3
ist der Inhalt desselben?

200. In die Ellipse a?y? + b%2® = a?b? sind zwei gleichseitige
Dreiecke beschrieben; a) die eine Spitze des einen Dreiecks befindet
sich in dem links liegenden Scheitel auf der Hauptachse, b) die
eine Spitze des andern dagegen im rechtsliegenden Brennpunkte.
Welches sind die Koordinaten der iibrigen Ecken?

201. In die Ellipse 259®+ 92?=225 ist ein gleichseitiges
Sechseck eingezeichnet, so dal} zwei Ecken desselben in den End-
punkten der kleineren Achse liegen. Welches sind die Koordinaten
der iibrigen Ecken?

202. Es soll der Ellipse a?y® -+ b2 = a?b? ein Rechteck ein-
beschrieben werden, dessen Inhalt gleich dem des Quadrates ist,
welches dem Kreise 2® + y?= ab einbeschrieben werden kann.

203. Welches sind die Gleichungen der Seiten eines der Ellipse
a®y? + b22? = a®? eingeschriebenen Rechtecks, dessen Inhalt ebenso
grofd ist als der des eingeschriebenen Quadrates?

Tangente und Normale der Ellipse.

204. An die Ellipse a®y®+ b%2? = b ist im Punkte (2, y,)
eine Tangente gelegt. Welches ist die Gleichung derselben?

Beispiele. a) 20y*+ 52=100, x,=2, Yy =2;

b) 9y® +442—36, z——3%, y<0.

205. Durch den rechts liegenden Brennpunkt der Ellipse
2592+ 1622 = 1600 ist ein Brennstrahl unter einem Winkel von
30° zur Achse gezogen. Welches ist die Gleichung der Tangente
im Schnittpunkte?

206. Im Punkte (z;, y,) der Ellipse a’y®+ b%2%= a?b? sei
die Normale konstruiert. Welches ist die Gleichung derselben?
Welche Stiicke schneidet dieselbe auf den Koordinatenachsen ab?

Beispiel. 15y 82?=120, 2, =38, # <O.

207. Gegeben ist die Ellipse a?y® 4 022? = a®b?. Im Punkte
(%, y,) derselben sind Tangente und Normale konstruiert. Wie



Tangente und Normale der Ellipse. 23

lang ist die Tangente? Wie lang die Normale? Wie lang die
Subtangente? Wie lang die Subnormale?

Beispiel. 253+ 427=100; =4, y, =%

208. An die Ellipse a’y?+ 0?2%= a?b? ist eine Tangente
gelegt. Welche Beziehung besteht zwischen dem Winkel ¢,, den
der Radiusvektor vom Mittelpunkte nach dem Beriihrungspunkte
gezogen mit der X-Achse einschlie3t, und dem Winkel ¢,, unter
dem die Tangente gegen die X-Achse geneigt ist?

209. Durch einen Punkt der Ellipse a®y®-+ b?2?= a?b? ist
die Tangente und die Normale gezogen. Wo liegt dieser Punkt,
wenn die beiden Linien mit der Abscissenachse ein gleichschenk-
liges Dreieck einschlieffen, dessen Grundlinie in der X- Achse liegt?

210. Auf die Tangenten der Ellipse a?y®-+ b?a?= a?b® sind
von dem Brennpunkte (¢, 0) Lote gefillt. Welches ist die Gleich-
ung der Kurve, auf der die Fullpunkte der Lote liegen?

211. Durch den Mittelpunkt einer Ellipse ist ein Strahl ge-
zogen, welcher dem von dem Brennpunkte (¢, 0) nach dem Be-
rithrungspunkte einer Tangente gezogenen Radiusvektor parallel
liuft. Welches ist der geometrische Ort des Punktes, in dem der
Strahl die Tangente schneidet?

212. Von einem Brennpunkte einer Ellipse ist ein Lot auf
eine Tangente gefillt und iiber den FuBpunkt hinaus um sich
selbst verlingert. Es ist zu zeigen, daBl der Endpunkt der Ver-
lingerung (Gegenpunkt des Brenmpunktes), der Beriihrungspunkt
und der andere Brennpunkt in einer Geraden liegen.

213. In welcher Beziehung stehen die Winkel, welche die
nach dem Beriihrungspunkte gezogenen Brennstrahlen mit der Tan-
gente einschlieffen?

214. Gegeben ist die Ellipse a®y®-+ v?x®*= a®b®. Welches
ist der geometrische Ort des Gregenpunktes des Brennpunktes (e, 0)
beziiglich der Tangenten der Ellipse?

215. An die Ellipse a®y®+ 0222 = a?0? und den Hauptkreis
924 22 = a? sind Tangenten gelegt, deren Beriihrungspunkte die-
selbe Abscisse haben. In welcher Beziehung stehen die Subtan-
genten? In welcher Beziehung die Subnormalen?

216. Auf einer gegebenen Ellipse ist der Punkt P gegeben.
Es soll in diesem Punkte eine Tangente an die Ellipse gelegt
werden. Wie ist die Konstruktion auszufiihren?
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217. Wie 1iBt sich von einem beliebigen Punkte P eine Tan-
gente an eine Ellipse legen?

218. An die Ellipse 5%+ 832%7=15 ist eine Tangente zu
legen, welche der Geraden 3y — 42 -} 1 = O parallel liuft. Welches
ist die Gleichung derselben?

219. An die Ellipse 86y®+ 252% =900 sind Tangenten ge-
legt, welche die X-Achse unter einem Winkel von 30° schneiden.
Welches sind die Koordinaten der Bertihrungspunkte?

220. Von einem Punkte der verlingerten Hauptachse der
Ellipse 9%%+ 2#? =9 ist eine Tangente von der Liinge ¢{ =25 an
die Ellipse gelegt. Welches ist die Gleichung derselben?

221. Bekannt sind die grofle Achse 2a = 18 und die lineare
Excentricitiit ¢ =5 einer Ellipse. Die Leitstrahlen eines Puuktes
derselben im ersten Quadranten schlieBen einen Winkel von 40°
ein. Unter welchem Winkel ist die Tangente der Ellipse an diesem
Punkte gegen die X-Achse geneigt?

222. An die Ellipse a?y®+ b?2?= a?b? sind Tangenten ge-
legt, so da3 die Subtangenten gleich den Abscissen der Beriih-
rungspunkte sind. Welches sind die Koordinaten der Beriihrungs-
punkte?

223. Im Punkte (z,, y,) der Ellipse ay®+ b*2%= a?b? ist
die Tangente und die Normale konstruiert und vom Mittelpunkte
ein Lot auf die Tangente gefillt. Wie grof3 ist das Rechteck,
welches das Lot und die Normale zu Seiten hat?

224. Von den Brennpunkten einer Ellipse sind Lote auf eine
beliebige Tangente derselben gefillt. Wie groB ist das Rechteck
aus diesen beiden Loten?

225, Es ist zu zeigen, dafl Tangente und Normale einer
Ellipse mit den nach dem Beriihrungspunkte gezogenen Brenn-
strahlen ein harmonisches Strahlenbiischel bilden.

226. In welchem Verhiltnis wird die Absecisse eines Punktes
der Ellipse a%y®+ bv?%? = a?b? durch die in demselben konstruierte
Normale geteilt?

227. In welchem Verhiltnis stehen die Abschnitte einer Nor-
male der Ellipse a?y? 4 b2a® = a?b?% welche von dem Kurvenpunkte
bis zu den Schnittpunkten mit den Achsen gerechnet werden?

228. In dem Punkte (z,, y,) der Ellipse a®y®+ b?2? = a?b?
sind Tangente und Normale konstruiert. Wie gro3 ist das Rechteck
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aus den Achsenabschnitten, welche ) durch die Tangente, §) durch
die Normale abgegrenzt werden?

229. An die Ellipse a?y®-+ b%2® = a?b? ist im Punkte (z,, y,)
eine Tangente gelegt und bis zum Schnitt mit den beiden Scheitel-
tangenten verlingert. Uber dem Abschnitt derselben als Durch-
messer ist ein Kreis konstruiert. Welches ist die Gleichung des
Kreises? In welchen Punkten wird die X-Achse von demselben
geschnitten ?

230. Im Punkte P (z,, y,) ist an die Ellipse a®y® 4 b*a® — a®b?
eine Tangente gelegt, welche die Verlingerung der kleineren Achse
in @ schneidet. Es werde ein Kreis beschrieben, der durch P
und @ geht und dessen Mittelpunkt in der kleineren Achse liegt.
In welchen Punkten schneidet dieser Kreis die Hauptachse der
Ellipge?

231. An die Ellipse a?y® -} b%2? = a?b? sind in den Punkten
(%, y,) und (x,, y,) Tangenten gelegt. Wie grof3 ist der Winkel,
den beide mit einander einschlieBen? Welches ist die Gleichung
der Geraden, die den Schnittpunkt der Tangenten mit dem Mittel-
punkte verbindet?

Beispiel. 992+ 442=2386; 2, =1, y,>0; 2,=2, y,<O0.

232. An die Ellipse a?y®+ b*2? = a?b? sind zwei Tangenten
gelegt, welche sich rechtwinklig durchschneiden. In welcher Be-
ziehung stehen die Rechtecke, von denen das eine aus den Abscissen,
das andere aus den Ordinaten der Beriihrungspunkte gebildet ist?

233. An der Ellipse a’y®+ b22%= a?b® gleiten zwei Tan-
genten fort, die rechtwinklig zu einander geneigt sind. Welches
ist der geometrische Ort des Scheitels des rechten Winkels?

234. Gegeben ist die Ellipse a?y® + b?2? = a?b? und der Kreis
9>+ 2= ab. «) Welches sind die Gleichungen der gemeinschaft-
lichen Tangenten beider Kurven? ) Unter welchem Winkel schnei-
den sich Kreis und Ellipse?

235. Es ist eine Parabel konstruiert, welche mit der Ellipse
4y®+ 2® = 44® den rechts liegenden Brennpunkt gemein hat und
deren Scheitel im Koordinatenanfangspunkte liegt. «) Welches sind
die Gleichungen der gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kur-
ven? B) Unter welchem Winkel wird die Ellipse von der Parabel
geschnitten?
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236. An die Ellipse a®y® -+ 0®2%= «?b? sind von dem Punkte
(%, ;) zwei Tangenten zu legen. Welches sind die Gleichungen
derselben? Welche Winkel schliefen die Tangenten ein?

Beispiel. 4y*+ 2®=25; =2, =8, y =3.

237. Gegeben ist die Ellipse 16y®+ 927 = 144. Von einem
Punkte im positiven Quadranten, dessen Ordinatenquadrat dreimal
so grof3 ist als das Quadrat der zugehodrigen Abscisse, sind zwei
Tangenten an die Ellipse zu legen, welche sich rechtwinklig durch-
schneiden. Welches sind die Gleichungen der Tangenten?

Pol und Polare.

238. Gegeben ist die Gleichung einer Ellipse a’y? 4 b2x? =a?b%
Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes (x;, ;) Dbeziig-
lich der Ellipse?

Beispiele. a) 9y® + 4a® =36; a,=5, y,=17T;

b) 64y%+ 3622 =2304; 2, =6, y, = — L V7;
c) 11924 322 =1; =5 Y=

239. Die Bremmpunkte der Ellipse a?y?-}- b?2? = a?b? mogen
als Pole betrachtet werden. Welches sind die Gleichungen der
zugehdrigen Polaren?

2
240. Auf der Direktrix « = % liegt der Punkt P, Von dem-

selben ist eine Gerade nach dem zugehdrigen Brennpunkte (e, 0)
gezogen. Unter welchem Winkel schneidet diese Gerade die Po-
lare des Punktes P?

241. Von dem Punkte (w;, y,) der Ellipse a®y? -+ b?a? = a®b?
ist ein Strahl nach dem Brennpunkte (¢, 0) gezogen und ein Lot
auf die zugehtrige Direktrix gefillt, Wie verhalten sich die bei-
den Strecken zu einander?

242, Bs ist der geometrische Ort eines Punktes zu finden,
dessen Entfernung von dem Punkte (k, 0) sich zu der von der
Y-Achse wie m zu n verhilt. (m <n).

243. Gegeben ist die Ellipse a’y®- v?2?= a?b% Von dem
2
FuBpunkte der Direktrix x =% ist eine Tangente an die Ellipse

gelegt, und von einem Punkte dieser Geraden ein Lot auf die
Hauptachse gefillt, endlich ist der Punkt, in dem dieses Lot die
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Ellipse schneidet, mit dem Bremnpunkte (e, 0) verbunden. Wie
verhiilt sich diese Verbindungslinie zu dem Lote?

244, Von dem Punkte (z,, ,) soll eine Gerade gezogen wer-
den, welche die Polare dieses Punktes beztiglich der Ellipse a®y* 4 b?x?
= a®b? halbiert.

245, Gegeben ist die Ellipse a®y® + b?2® = 4®1? und der Punkt
(%, ). Die Polare des Punktes beziiglich der Ellipse soll durch
Konstruktion gefunden werden.

246. Die Gerade Lz + My + N = 0 mdge als Polare be-
ziiglich der Ellipse a?y®+ b?2® = a®b? betrachtet werden. Welches
gind die Koordinaten des zugehorigen Poles?

Beispiele. a) 16y°+4 a? =16, x + 6y — 8 =0.

b) 204+ 7522 =1500, 21x 4 25y — 525 =0.

247. Gegeben ist eine Ellipse und eine Brennpunktsehne der-
gelben. Wie l1iBt sich der Pol durch Konstruktion finden, wenn
die Brennpunktsehne als Polare betrachtet wird?

248. An eine Ellipse ist im Punkte P derselben eine Tan-
gente zu legen. Bekannt ist die Lage eines Brennpunktes F' der-
gelben und der zugehdrigen Direktrix d.

249. Der Punkt P (%, ;) ist mit dem Brennpunkte (¢, 0)
der Ellipse a®y®-+ bv?2®= a®}? verbunden und in diesem Brenn-
punkte auf der Verbindungslinie ein Lot errichtet. Es ist zu zeigen,
daB3 das Lot, die Polare des Punktes P und die dem Brennpunkte
(e, 0) zugehdrige Direktrix sich in einem Punkte schneiden.

250. Der Punkt P (z,, y,) ist mit dem Mittelpunkte der
Ellipse a?y®+ b%2® = a®b? verbunden, und die Verbindungslinie

0/2

schneidet die Direktrix 2 = ? im Punkte K. Unter welchem Win-
kel schneidet die Gerade, welche von K nach F (e, 0) geht, die
Polare des Punktes P?

251. Die Tangenten des Hauptkreises der Ellipse a’y®-4-b?z?
= a?b® mdgen als Polaren der Ellipse betrachtet werden. Auf
welcher Linie liegen die zugehorigen Pole?

252. Uber der kleineren Achse der Ellipse a?y?®-I b2a? — a?b?
als Durchmesser ist ein Kreis beschrieben. Eine Polare der Ellipse
moge als Tangente an diesem Kreise fortgleiten. Auf welcher
Linie bewegt sich der Pol?
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253. Die Tangenten des Kreises 2+ y?= a? -+ 1? mogen als
Polaren der Ellipse a?y®+ b?x?= a?b? betrachtet werden. Es ist
die Gleichung der Kurve zu bestimmen, auf der die zugehorigen
Pole liegen.

254. Der Pol P moge

) auf dem Kreise 2?4 y®= a?,

g) auf dem Kreise 2®+ y%= 0%

y) auf dem Kreise 2?4 y*=a’4-b*
fortriicken. Welches ist in jedem einzelnen Falle die Gleichung
der Enveloppe der Polaren beziiglich der Ellipse a?y® 4 b*a® = a®b?

255. Uber der groBen Achse 2a ist ein System von Ellipsen
konstruiert, welches der Gleichung a?y® -+ b?2? = a®b® entspricht
(die variabele Konstante ist b). Auf welcher Linie liegen die Pole,
wenn die Gerade Lz 4+ My -+ N =0 als Polare beziiglich der
Ellipsen des Systems betrachtet wird?

256. Gegeben ist ein System konfokaler Ellipsen, welches der
Gleichung a?y? + (a® — c*)2® = a®(a® — ¢?) entspricht. (Die variabele
Konstante ist a.) Welches ist der geometrische Ort des Poles, wenn
die Gerade Lx 4 My -+ N= 0 als Polare beziiglich der Ellipsen
des Systems gilt?

257. Uber der Achse 2a ist ein System von Ellipsen kon-
struiert. Welche Lage haben die Polaren des Punktes P (z,,%;)
beziiglich der Ellipsen des Systems?

Durchmesser der Ellipse.

258, Welches ist die Gleichung der Polare des unendlich
fernen Punktes P beziiglich der Ellipse a®y®- b22?= a’b*?

259. In welchem Verhiiltnis wird jede nach dem unendlich
fernen Punkte P gerichtete Sehne durch die zugehorige Polare
(Durchmesser) geteilt?

260. Welcher Gleichung entspricht die Sehnenschar der Ellipse
a2y® + b?2® = a?0? von denen jede von dem Durchmesser y = Az
halbiert wird?

261. Die Gleichung eines Durchmessers der Ellipse a’y® + b?x?
— a?b? ist y = Mx. Welches ist die Gleichung des konjugierten
Durchmessers?

262. In der Ellipse 132?+ 11y* = 143 entspricht ein Durch-
messer der Gleichung y = Sx. Bs soll durch den Punkt 4, =1,y =2
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eine Sehne gezogen werden, welche von dem gegebenen Durch-
messer halbiert wird.

263. In der Fliche der Ellipse 36y2- 922=3824 ist der
Punkt z, =4, y, —2 gegeben. Es soll die Gleichung der Sehne
bestimmt werden, die in diesem Punkte halbiert wird.

264. Gegeben ist die Ellipse 15y%*+4 42%=60. Durch den
Punkt #, =1, y, =32 ist ein Durchmesser gezogen. Welches ist
die Gleichung des konjugierten Durchmessers? In welchen Punkten
schneiden die Durchmesser die Ellipse?

265. In einer Ellipse ist ein Durchmesser gezogen. Der kon-
jugierte Durchmesser ist durch Konstruktion zu finden.

266. Von einer gegebenen Ellipse ist die Lage des Mittel-
punktes durch Konstruktion zu bestimmen.

267. Der Punkt P auf der Peripherie einer Ellipse ist mit
den Endpunkten eines Durchmessers derselben verbunden. Es ist
zu zeigen, daB durch diese Sehnen die Richtungen zweier konju-
gierten Durchmesser bestimmt sind.

268. In einer Ellipse sind zwei konjugierte Durchmesser zu
ziehen, welche einen gegebenen Winkel mit einander einschlieBen.

269. Ein Durchmesser der Ellipse a?y®- b22%= a?0? fillt
mit der Geraden y= Mz zusammen. In den Endpunkten dieses
Durchmessers sind Tangenten an die Ellipse gelegt. Welche Win-
kel schlieBen dieselben mit dem konjugierten Durchmesser ein?

270. An eine Ellipse ist in einem gegebenen Punkte P der-
selben eine Tangente zu legen.

271. An eine Ellipse sind Tangenten in gegebener Richtung
zu legen.

272, Gegeben sind vier Durchmesser y =Mz, y=M,z,
y =Mz, y =M« der Ellipse a’y®+ v?2? = a®b®. Es ist zu zei-
gen, daB das Doppelverhiltnis derselben gleich dem der konju-
gierten Durchmesser ist. ,

273. Wie 1iBt sich nachweisen, daf} die konjugierten Durch-
messer der Ellipse a?y? -+ b%2® = a®b? ein involutorisches Strahlen-
biischel bilden?

274. Von der Ellipse a?y?-+ b?2?= a?b? sind zwei Paare

konjugierter Durchmesser gegeben
2 2

b b
_1/——le1’=0, y+mx=0, y—M250=0, y+;5ﬂ;x=0.
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Es sollen die Gleichungen der Doppelstrahlen des involutorischen
Strahlenbiischels bestimmt werden.

275, In der Ellipse a?y® -+ b?2? = a®1? seien die Endpunkte
je zweier konjugierten Durchmesser mit einander verbunden. Welches
ist die Gleichung der Kurve, die von allen diesen Ellipsensehnen
bertihrt wird ?

276. Gegeben ist die Ellipse a’y®+ b?2®= a?b® und der
Durchmesser y = M«x. Welche Linge hat dieser Durchmesser?
Welche Liinge besitzt der konjugierte Durchmesser?

Beispiel. 49y®+92%=441, y=2542.

277. Gegeben ist die Ellipse a®y? + b¥2? = a*b? und auf der-
selben der Punkt (#,, y;). Welchen Winkel schlieBt der durch
diesen Punkt gehende Durchmesser mit dem konjugierten ein? Wie
lang ist der konjugierte Durchmesser? Was wird aus der Ellipse, wenn
je zwei konjugierte Durchmesser einen rechten Winkel einschlief3en?

Beispiel. 25y®+44*=100; z, =4, gy =%

278. Nach dem Punkte P (z,, y,) einer Ellipse sind die
beiden Brennstrahlen gezogen, aullerdem aber der Durchmesser
konstruiert, welcher dem durch P gehenden konjugiert ist. In
welcher Beziehung steht das Rechteck aus den Bremnstrahlen zu
dem Quadrate iiber dem halben konjugierten Durchmesser?

279. In der Ellipse a?y®-+ b%2%= a?b?, wo a?=307 ist,
schlieBen zwei konjugierte Durchmesser einen Winkel von 120°
ein. Unter welchen Winkeln sind dieselben gegen die Hauptachse
geneigt?

280. Die beiden Achsen einer Ellipse sind 2a und 2b, zwei
konjugierte Durchmesser derselben 2, und 2b,, der von den bei-
den letzteren eingeschlossene Winkel ¢. Welche Beziehungen lassen
sich zwischen diesen Grofen aufstellen?

281. Gegeben sind zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse
20, =14, 2b, =10 und der von diesen eingeschlossene Winkel
@ =110°% Wie groB3 sind die Hauptachsen der Ellipse?

282. Die Gleichung einer Ellipse ist a?y® + b?2? = a?b% Welche
konjugierten Durchmesser derselben sind untereinander gleich?
Welchen Winkel ¢ schliefen beide ein? Unter welchen Winkeln
sind dieselben gegen die Hauptachse geneigt?

Beispiel. 64y*+ 252%=1600.
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283, In der Ellipse a?y®+ b?2?= a?b? sind die Endpunkte
‘der beiden konjugierten Durchmesser 24, und 2b; verbunden. Wie
groB ist der Inhalt des eingeschriebenen Parallelogramms?

284. In den Endpunkten der beiden konjugierten Durch-
messer 2a, und 2b, der Ellipse a?y®+ b?2® = a®b® sind Tangen-
ten an die Kurve gelegt. «) Welches ist der Inhalt des um-
schriebenen Parallelogramms? f) Es ist nachzuweisen, daB auch
die Diagonalen dieses Parallelogramms konjugierte Durchmesser
der Ellipse sind.

285. Gegeben sind zwei konjugierte Durchmesser einer Ellipse
2a; und 2b,. Es soll die Gleichung der Kurve fiir diese beiden
Durchmesser als Koordinatenachsen bestimmt werden. (a, sei gegen
die Hauptachse unter dem Winkel «, b, unter dem Winkel o
gegen dieselbe geneigt.)

286. Die beiden konjugierten Durchmesser einer Ellipse 2 a,
und 2b; werden als Koordinatenachsen betrachtet. Welche Bedin-
gungsgleichung muf} erfiillt sein, wenn die Ellipse von der Geraden

pﬁ 4+ % — 1 =0 berithrt werden soll?

287. Die Gleichung der Ellipse auf zwei konjugierte Durch-
messer 2@, und 2b, als Koordinatenachsen bezogen ist a,?y® 4 b %x?
=a,2b,2. Welches ist die Glleichung der Tangente im Punkte (x,y,)
derselben?

288. Welches sind die Koordinaten des Poles, wenn die Ge-
rade % + :’q’; — 1 =0 als Polare beztiglich der Ellipse a,2¢® -+ b,%2*

=a,%D,? betrachtet wird?

289. Die Verlingerungen der beiden konjugierten Durch-
messer 2@, und 25, werden von einer Tangente, deren Bertih-
rungspunkt P ist, in den Punkten R und S geschnitten. Wie grof3
ist das Rechteck aus den beiden Abschnitten der Tangente PR
und PS?

290. In den Endpunkten eines Durchmessers K und K, sind
Tangenten an eine Ellipse gelegt. Eine dritte Tangente, deren
Beriihrungspunkt P ist, schneidet die erste im Punkte R, die zweite
im Punkte 8. Wie grof} ist das Rechteck, welches sich aus den
Abschnitten der dritten Tangente PR und PS bilden 1i3t?
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291. In den Endpunkten K und K, des Durchmessers 2a, sind
Tangenten an eine Ellipse gelegt. Kine dritte Tangente beriihrt
die Kurve im Punkte P und schneidet die erste Tangente in R,
die zweite in S. Wie gro ist das Rechteck aus den Abschnitten
der beiden parallelen Tangenten KR und K, S?

292. Durch einen Brennpunkt einer Ellipse sind zwei Sehnen
gezogen, welche zwei beliebigen konjugierten Durchmessern der
Kurve parallel laufen. Wie groB ist die Summe dieser beiden
Sehnen?

Die Ellipse als geometrischer Ort.

293. In dem Kreise 2?4 9> =* ist jede Ordinate im Ver-
hiiltnis m zu n geteilt. Auf welcher Kurve liegen die Teilpunkte?

Beispiel. #*+4?=386; m=1, n=1.

294. Von den Punkten des Kreises (v — a)?+ y®=#? sind
Lote auf die Y-Achse geftillt und jedes derselben halbiert. Welches
ist der geometrische Ort des Halbierungspunktes?

295, Gegeben ist die Ellipse a’y®+ b*2? = ¢?b%. Durch den
obern Endpunkt der kleineren Achse P sind Sehnen gezogen und
jede derselben halbiert. Welches ist der geometrische Ort des
Halbierungspunktes?

296. Auf welcher Kurve liegen die Spitzen aller Dreiecke,
welche den Umfang « haben und tiber der Grundlinie ¢ kon-
struiert sind?

297. Uber der konstanten Grundlinie ¢ sind Dreiecke kon-
struiert, so da 4¢%4 5h2=c? ist (f, ist die Schwerpunkttrans-
versale, welche durch den Halbierungspunkt von ¢ geht, %, die
Hohe auf ¢). Welches ist die Gleichung der Kurve, auf welcher
die Spitzen der Dreiecke liegen?

298. Uber der konstanten Grundlinie ¢ sind Dreiecke kon.
struiert, in denen das Produkt der Tangenten der Winkel an der
Grundlinie gleich der positiven Konstanten % ist. Auf welcher Linie
befinden sich die der gemeinschaftlichen Grundlinie gegeniiberlie-
genden Spitzen?

299. Eine gerade Linie bewegt sich so, dal3 zwei Punkte der-
selben 4 und B auf den Schenkeln eines rechten Winkels fort-
riicken. Welche Linie beschreibt ein Punkt P der Geraden? Die
Strecke AP werde = b, ferner PB = a gesetzt.
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300. Die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks haben eine
konstante Liinge. Die Grundlinie fillt mit der X-Achse, der eine
Endpunkt derselben mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen.
Welche Linie beschreibt der Punkt P des zweiten Schenkels, wenn
sein Endpunkt lings der X-Achse fortgleitet?

301. Von einem Dreieck sind die Liingen zweier Seiten a
und b konstant, der Schnittpunkt derselben liegt im Koordinaten-
anfangspunkte und der veriinderliche eingeschlossene Winkel wird
durch die X-Achse halbiert. Welches ist der geometrische Ort
des Halbierungspunktes der dritten Seite?

302. Von einem Dreieck ist die Grundlinie ¢, sowie die Summe
der beiden andern Seiten a 4 b konstant. Welches ist der geo-
metrische Ort des Mittelpunktes des eingeschriebenen Kreises?

303. Die Seite ¢ des Dreiecks ABC fillt mit der X- Achse,
der Eckpunkt A mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen,
die der Seite ¢ gegeniiberliegende Spitze C bewegt sich auf der
Ellipse a,%y,®+ b,%2,2= a,2b,% fort. Welche Linie beschreibt in
diesem Falle der Schwerpunkt des Dreiecks?

2
304. Uber der groBen Achse der Ellipse y,* =g§(2 ax, — z,%)

als Grundlinie ist ein Dreieck konstruiert, dessen Spitze auf der
Ellipse fortgleitet. Welches ist der geometrische Ort des Hohen-
punktes ?

305. Uber dem Abstande der Brennpunkte der Ellipse a2y? -+ b2a?
=a’b? ist ein Dreieck konstruiert, dessen andere Seiten zwei kon-
jugierten Durchmessern parallel laufen. Welches ist der geome-
trische Ort der Spitze?

306. Gegeben ist die Ellipse a®y®-- b22® = a?b® und der zu-
gehorige Hauptkreis y® -+ 2® = a. Zu der Abscisse z, gehort der
Punkt A der Ellipse und der Punkt B des Kreises. Verbindet
man 4 mit dem Brennpunkte (e, 0), B mit dem Mittelpunkte des
Kreises, so schneiden sich beide Linien im Punkte P. Welches
ist der geometrische Ort des Punktes P?

307. In den beiden konzentrischen Kreisen

¥+ aP=r? wd P+ a2=r2
sind zwei zusammenfallende Radien gezogen. Von dem Endpunkte
des groferen 7, ist ein Lot auf die X-Achse gefillt und durch
den Endpunkt von 7, eine Parallele zur X-Achse gezogen, welche
Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. TT 3
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das Lot im Punkte K schneidet. Welche Linie beschreibt der
Punkt K, wenn beide Radien um den Mittelpunkt mit derselben
Winkelgeschwindigkeit gedreht werden?

308. Gegeben ist der Kreis #*+ y*=r% Von dem Punkte
(0, r) des Kreises ist ein Strahl gezogen, welcher die Peripherie
des Kreises aullerdem in M und die X-Achse in N schueidet.
Es ist ferner der Punkt N mit dem festen Punkte (0, ) verbun-
den, und diese Verbindungslinie schneidet die Ordinate des Punk-
tes M in K. Auf welcher Linie bewegt sich der Punkt K fort,
wenn der Punkt N lings der X-Achse fortgeschoben wird?

309. Gegeben ist der Kreis y®+ a®=1% @ ist der obere
Endpunkt des vertikalen Durchmessers, IV ein zweiter fester Punkt
auf demselben, S ein beliebiger Punkt der Peripherie. Zieht man
von @ einen Strahl nach dem FuBlpunkte F' der Ordinate des Punk-
tes S, durch N eine Parallele zu diesem Strahle, welche die X-Achse
in H schneidet, so wird das Lot in H auf der X-Achse errichtet
die durch S zur X-Achse gezogene Parallele in P schneiden.
Welches ist der geometrische Ort des Punktes P?

310. Gegeben ist der Kreis 4®>=2rx — 22 Der mit der
X-Achse zusammenfallende Durchmesser ist AB. Durch A ist eine
bewegliche Sehne gezogen, welche den Kreis in C schneidet. Die
Ordinate dieses Punktes werde verdoppelt und der Endpunkt der
Verlingerung mit B verbunden. Diese letztere Verbindungslinie
mige die Verlingerung von AC im Punkte P schneiden. Welches
ist der geometrische Ort des Punktes P?

311. Die Gleichung eines gegebenen Kreises ist y*> = 27z — a2
Durch den Koordinatenanfangspunkt O ist die Sehne OC gezogen,
von C ein Lot auf die X-Achse gefillt und durch den FuBpunkt D
desselben eine Parallele zu OC gelegt, welche eine Parallele zur
X-Achse, die durch C geht, im Punkte P schneidet. Auf welcher
Linie bewegt sich der Punkt P fort, wenn die Sehne OC um O
gedreht wird?

312. Ein gegebener Kreis entspricht der Gleichung y? #*
=25, In diesem Kreise iegt der Punkt P (0, 8). Auf welcher
Linie befinden sich die Mittelpunkte aller Kreise, welche durch
den Punkt P gehen und den gegebenen Kreis von innen bertihren?

313. Zwei Kreise sind gegeben, welche den Gleichungen

2242 =192 und 22+ y?—rx=0



Konstruktionsaufgaben. 35

entsprechen. Der zweite berithrt den ersten von innen. Welches
ist die Gleichung der Kurve, auf der die Mittelpunkte aller Kreise
liegen, welche die gegebenen Kreise bertihren?

314. Von den beiden Kreisen y*-} 2%=16 und »%+4 2% — 2z
=0 liegt der zweite vollstiindig in dem ersten, Welches ist der
geometrischg Ort des Mittelpunktes eines Kreises, der den kleineren
von aulen, den gréBeren von innen beriihrt?

315. Gegeben sind die beiden Kreise y* + 2* =16 und 3®+ 2*
— 22 =0. Bs ist ein Kreis konstruiert, der dea zweiten Kreis
einschlieBend beriihrt und von dem ersten einschlieend beriihrt
wird. Welches ist der geometrische Ort des Mittelpunktes?

316. In einem Kreise, der mit dem Radius 2¢ um den Ko-
ordinatenanfangspunkt beschrieben ist, rollt auf der Peripherie des-
selben ein anderer fort, dessen Radius a ist. Welche Kurve be-
schreibt der Halbierungspunkt P eines bestimmten Radins des be-
wegten Kreises?

317. Die Tangenten der Parabel y* = 272 mdgen als Polaren
beziiglich des Kreises 2%+ y* — 2r2z — #2 = 0 betrachtet werden.
Auf welcher Linie liegen die zugehorigen Pole?

Konstruktionsaufgaben.

318. Von einer Ellipse sind die beiden Brennpunkte I’ und
F, und ein Punkt des Umfanges P gegeben. Die Liingen der
Achsen sind durch Konstruktion zu finden.

319. Gegeben sind die beiden Brennpunkte I und F) einer
Ellipse, sowie eine Tangente derselben ¢ Durch Konstruktion
sind die Achsen und der Bertthrungspunkt der Tangente zu be-
stimmen.

320. Die Richtung der Hauptachse, ein Brennpunkt F', eine
Tangente ¢, sowie deren Beriihrungspunkt P sind gegeben. Die
Lage des zweiten Brennpunktes und die Grife der Achsen sind
zu finden.

321. Die Linge der Hauptachse 2a, sowie die Lage eines
Brennpunktes ¥ und einer Tangente ¢ mit deren Beriithrungspunkte
P sind bekannt. Die Lage des zweiten Bremmpunktes, sowie die
Liinge und Lage der Nebenachse sind zu -bestimmen.

322. Man kennt die Lagen zweier Tangenten ¢ und ¢, mit den

Beriihrungspunkten P und P, sowie die Lage des einen Brenn-
3*
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punktes . Wo liegt der zweite Brennpunkt? Welche Lingen haben
die Achsen?

323. Von einer Ellipse ist ein Brennpunkt F' gegeben, sowie
ein Durchmesser d der Linge und Lage nach. Zu bestimmen ist
der andere Brennpunkt, der konjugierte Durchmesser, die Haupt-
achse und die Nebenachse.

324. Gegeben sind drei Tangenten ¢, f,, f, und ein Brenn-
punkt F einer Ellipse. Man soll durch Konstruktion den zweiten
Brennpunkt und die Achsen finden.

325. Wenn ein Brennpunkt F, die Richtung der Hauptachse
und die Lagen zweier Tangenten ¢, und ¢, gegeben sind, wie findet
man den zweiten Brennpunkt?

326. Gegeben sind der Punkt O als Mittelpunkt, der eine
Brennpunkt F' und die Gerade MN als Tangente einer Ellipse.
Es sollen die beiden Punkte der Ellipse gefunden werden, in denen
gie von den beiden von einem Punkte P ausgehenden Tangenten
berithrt wird.

327. Von einer gegebenen Ellipse sind durch Konstruktion
die Brennpunkte, die Achsen und die Tangenten zu finden, welche
sich in einem gegebenen Punkte P schneiden.

328. Gegeben ist die Richtung der Hauptachse, der Mittel-
punkt O und eine Tangente f{ mit ihrem Beriihrungspunkte P.
Es sollen die Brennpunkte und die zugehdrigen Direktrixen ge-
funden werden.

329. Von einer Ellipse ist die Lage und GrtBe der Haupt-
achse 2a bekannt, ebenso die Richtung einer Tangente {. Wie findet
man die Lage der Brennpunkte und der Direktrixen?

330. Bekannt sind die Lage und Grofe der groBeren Achse 2a,
sowie die Lage eines Punktes P der Ellipse. Man soll die Liinge
der kleineren Achse, sowie die Lage der Brennpunkte bestimmen.

331. Gegeben sind die Richtung der gréBeren Achse, die
Lage des Mittelpunktes O und zweier Punkte der Kurve P, und
P,, Wie findet man die Liingen der Achsen und die Lage der
Brennpunkte?

332. Wie findet man die Lingen der Achsen und die Lage
der Brennpunkte, wenn die Richtung der Hauptachse und zwei
Tangenten #, und #, mit ihren Beriibrungspunkten P, und P, ge-
geben sind?
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333. Die Lage und Léinge der kleineren Achse 2b und die Lage
eines Punktes P der Ellipse sind bekannt. Man soll die gréBere
Achse und die Lage der Brennpunkte finden.

334. Gegeben sind die Lage und Liinge der gréferen Achse 2a
und eine Tangente {. Es soll die Lage und Linge der kleineren
Achse durch Konstruktion gefunden werden.

335. Wie findet man die Richtungen der Achsen einer Ellipse,
wenn zwei konjugierte Durchmesser derselben AA, — 24, und
BB, =2b, der Lage und Grolie nach gegeben sind?

336. Die Richtung der Hauptachse, ein Punkt P, die zuge-
horige Polare p und eine Direktrix d einer Ellipse sind gegeben.
Es soll der Brennpunkt gefunden werden, welcher der Direktrix d
zugehort.

Flacheninhalt der Ellipse.

337. Von einer Ellipse, deren Gleichung a®y® - b?a? — a’b?
ist, soll der Inhalt bestimmt werden.

Beispiel. 9y?+4 42?=36.

338. Die gréBere Achse einer Ellipse ist 2a = 10, die lineare
Excentricitiit derselben e¢ = 8,5. Welches ist der Inhalt derselben?

339. Die Seite des einer Ellipse eingeschriebenen Rhombus
ist s, die Entfernung eines Brennpunktes vom Mittelpunkte ist
die mittlere geometrische Proportionale zwischen den Halbachsen.
Welches ist der Inhalt der Ellipse?

340. Gegeben sind zwei Punkte (z;, ;) und (z,, y,) der
Ellipse a?y? 4 b?x? = a?b%. Die Ordinaten der Punkte sind ver-
lingert bis zum Durchschnitt mit dem Hauptkreise. In welchem
Verhiltnis steht das Segment des Hauptkreises zu dem der Ellipse?

341. Gegeben sind zwei Punkte (z,, %) und (w,, y,) der
Ellipse a?y? 4 b?a® = a?b? und die entsprechenden Punkte des Haupt-
kreises sind durch Verlingerung der Ordinaten bestimmt. Verbindet
man die Punkte der Ellipse und die entsprechenden Punkte des
Kreises mit dem Mittelpunkte, so erhilt man zwei entsprechende
Sektoren. In welchem Verhiiltnis stehen diese entsprechenden Sek-
toren?

342. Durch den Mittelpunkt der Ellipse 25y% 4 92 =225
ist ein Strahl gelegt, welcher unter einem Winkel von 60° gegen
die Hauptachse geneigt ist. Welchen Inhalt hat der Sektor, welcher
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von der Hauptachse, dem Strable und dem dazwischen liegenden
Bogen begrenzt wird?

343. In der Ellipse 11y?4- 52 =55 sind durch den Mittel-
punkt zwei Strahlen gezogen, welche gegen die Hauptachse unter den
Winkeln 80° und 45° geneigt sind. Welchen Inhalt hat der von
denselben eingeschlossene Sektor?

344. Von einer Ellipse sind die Halbachsen a =7, b =38.
Wie groB3 sind die Segmente der Ellipse, in welche dieselbe von
einem Parameter zerlegt wird?

345, In der Ellipse 25y* -+ 162® = 1600 ist lotrecht zu der
groBeren Achse eine Sehne von der Liinge 21/15 gezogen. Welchen
Inhalt haben die beiden Teile, in welche die Ellipse durch die
Sehne zerlegt wird?

346. Die Hauptachse der Ellipse a?y®+ b%2%= a’b? wird
durch eine zu derselben lotrechte Sehne im Verhiltnis 1 zu 3 ge-
teilt. In welchem Verhiltnis stehen die dadurch entstandenen Seg-
mente der Ellipse zu einander?

347. Gegeben ist die Ellipse 2592+ 922 = 225. Uber dem
Abstande der beiden Brennpunkte derselben als Durchmesser ist ein
Kreis konstruiert. In welche Teile wird die Ellipse durch diesen
Kreis zerlegt?

348. Gegeben ist die Ellipse 25y%+ 1622 = 400. Es ist eine
Parabel konstruiert, welche den positiven Teil der Hauptachse zur
Achse, den Mittelpunkt zum Scheitel und mit der Ellipse den einen
Brennpunkt gemein hat. Wie grof3 sind die beiden Teile, in welche
die Ellipse von der Parabel zerlegt wird?%

Die Hyperbel.

Die Gleichung der Hyperbel.

349. Auf der X-Achse liegen die beiden Punkte F (e, 0)
und ¥, (— ¢, 0). Welches ist der geometrische Ort des Punktes P,
fiir den die Differenz der Entfernungen von den beiden festen
Punkten F und F, gleich 2qa ist?
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350. Die Hauptachse einer Hyperbel 2 =16 fillt mit der
X-Achse zusammen, die Nebenachse 2b = 14 mit der Y-Achse.
Welches ist die Gleichung derselben?

351. Die lineare Excentricitiit einer Hyperbel ist e = 13, die
Nebenachse 2b = 24. Welches ist die Gleichung derselben, wenn
die Hauptachse mit der X-Achse, die Nebenachse mit der Y-Achse
zusammenfillt?

352. Die doppelte lineare Excentricitiit 2 e einer Hyperbel ist
dreimal so grof3 als die Hauptachse 2a derselben. Welches ist die
Gleichung der Hyperbel? (Uber die Lage der Achsen s. Aufg. 351.)

853. Gegeben ist die Hauptachse einer Hyperbel 2a =8 und
die Koordinaten eines Punktes der Kurve z; = 10, y, = 25. Welches
ist die Gleichung derselben? (ﬁber die Lage der Achsen s. Aufg.351.)

354, Zur Bestimmung der Gleichung einer Hyperbel, deren
Hauptachse mit der X-Achse und deren Mittelpunkt mit dem Ko-
ordinatenanfangspunkte zusammenfillt, sind die Koordinaten zweier
Punkte der Kurve (x;,%;) und (z,,9,) gegeben.

Beispiel % =25, y =3; 2,=8, y=—10.

355. Fiir welchen Punkt der Hyperbel a?y®— b?2%= — a®0?
ist die Abscisse gleich der Ordinate?

356. Wie grof3 ist der Parameter, d. i. eine zur Hauptachse
lotrechte Brennpunktsehne der Hyperbel a®y® — b?a® = — a?b??

357. Die Hauptachse einer Hyperbel fillt mit der X-Achse,
der Mittelpunkt mit dem Koordinatenanfangspunkte zusammen. Wel-
ches ist die Gleichung der Kurve, wenn der Parameter derselben
= p, die doppelte lineare Excentricitit = 2¢ ist?

Beispiel. »p =8, 2e¢=10.

358. Jede Ordinate der gleichseitigen Hyperbel y? — 2? = — a?
1iBt sich als mittlere Proportionale zwischen zwei Strecken dar-
stellen. Welches sind diese Strecken?

359. Gegeben ist die Gleichung einer Hyperbel a?y*— b%a?
= — a?b® und die Koordinaten eines Punktes P derselben z, y,.
Welches sind die Gleichungen der Brennstrahlen, die sich nach
diesem Punkte ziehen lassen? Wie lang sind dieselben?

Beispiel. 9y®—20a?= —180; x,=5, g, >0.

360. In welcher Beziehung steht die Summe der beiden
Brennstrahlen eines Punkfjes der Hyperbel a?y?— b%z®= — a?b*
zu der Abscisse desselben?
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361. Die Gleichung einer Hyperbel ist 25y — 9% = — 225.
Nach dem Punkte x, —13, y,=17,2 derselben sind die Brenn-
strahlen gezogen. Welchen Winkel schlieBen diese beiden Gera-
den mit einander ein?

362. Fiir welchen Punkt der Hyperbel 16y — #®= — 16 ist
das Rechteck aus den Brennstrahlen gleich 100[3?

363. Von dem Fullpunkte einer Ordinate y, der Hyperbel
a’y® —b*2? = — a®b? ist eine Tangente t, an den Kreis iiber der Haupt-
achse gelegt. Wie verhiilt sich die Tangente ¢, zu der Ordinate y, der
Hyperbel? Wie gestaltet sich das Verhdltnis, wenn die Hyperbel
eine gleichseitige ist?

364. Von dem Fullpunkte einer Ordinate (y,) der Hyperbel
a’y? — b%a? = — a®b? ist eine Tangente ¢, an den Kreis iiber der
Hauptachse gezogen. Es soll der Winkel bestimmt werden, unter
dem diese Tangente gegen die X-Achse geneigt ist.

365. Die Achsen einer Hyperbel 2a = 14 und 2b = 20 laufen
den Koordinatenachsen parallel, die Koordinaten des Mittelpunktes
sind =5, y, = — 4. Welches ist die Gleichung der Hyperbel?

366. Gegeben ist die Hyperbel a?y® — b?2? = — a2b2 Welche
Gestalt nimmt die Gleichung dieser Kurve an, weun man die Ge-
rade © = @ als Y-Achse betrachtet? (Scheitelgleichung.)

367. Die Scheitelgleichung einer Hyperbel ist y?=16ix
+ 18 4?2 Wie groB3 sind die Achsen der Kurve?

368. Fiir die Scheitelgleichung einer Hyperbel sind die Koor-
dinaten eines Punktes x,, y, und die GroBe des Parameters p
gegeben. Wie grof} ist die Hauptachse der Hyperbel? Wie lautet
die Scheitelgleichung?

369. Der Abstand der Brennpunkte 2¢ und die GroBe der
Nebenachse 2b einer Hyperbel sind bekannt. Welches ist die
Scheitelgleichung der Hyperbel?

370. Welches ist die Polargleichung einer Hyperbel, wenn
der Mittelpunkt derselben als Pol, die Hauptachse als Achse an-
genommen wird?

371. Es soll die Polargleichung einer Hyperbel, deren Achsen
2a und 2b sind, bestimmt werden, wenn einer der beiden Brenn-
punkte als Pol und die Verbindungslinie beider als Achse ange-
sehen wird.
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372. Wie groB ist das Rechteck, welches aus den Abschnilten
einer Brennpunktsehne einer Hyperbel gebildet wird?

373. Fiir welche Anomalie ist der Radiusvektor einer Hyper-
bel a) gleich dem Parameter? b) gleich der Hauptachse? c) gleich
dem Abstande der beiden Brennpunkte, wenn der rechtsliegende
Brennpunkt als Pol angesehen wird?

374. Wie groB ist das harmonische Mittel zwischen den Ab-
schnitten einer Bremnpunktsehne der Hyperbel?

375. Durch einen Brennpunkt einer Hyperbel sind zwei Seh-
nen s, und s, gezogen, welche rechtwinklig zu einander stehen.
Wie groB ist die Summe der reciproken Werte derselben?

Die Hyperbel und die Gerade.

376. Bs sollen die Koordinaten der Punkte bestimmt wer-

den, in denen die Hyperbel a’y® — b?3® = — a?b% von der Geraden
Yy = Mz -+ n geschnitten wird.
Beispiele. 1) 43— 94 = —36, y = la —3;

2) 9y —252% = - 225, 12y + 25z = 45;
3) 5y —16a*= —80, y = 4z +1.
377. Welches ist die geometrische Bedeutung der Relation
b2+ n?— a® M2 % 0?
378. Wo liegen die Punkte, in denen die Hyperbel a2y? — b%a?

= — a®b? von den Geraden, welche der Gleichung y — + %w +n

entsprechen, geschnitten wird? Wie gestalten sich die Resultate,
wenn % = O gesetzt wird?

379. In welchen Punkten wird die Hyperbel y? = 9z 4 1142
von der Geraden y =4z 3 geschnitten?

380. Welches ist die Gleichung einer Hyperbel, deren Achsen
2a und 2b mit den Koordinatenachsen zusammenfallen, in Linien-
koordinaten?

381. Gegeben der Kreis y®+ (z + k)?= #? und der Punkt
P(%k,0). Von dem letzteren sind alle moglichen Sekanten in den
Kreis gezogen, jedes der beiden Segmente einer Sekante ist hal-
biert und in den Halbierungspunkten sind Lote errichtet. Die
Kurve, welche diese Lote einhiillt, ist zu bestimmen.
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382. Gegeben der Kreis a%+ y2 = 72 und der Punkt P (=, 0).
Durch den letzteren geht der eine Schenkel eines rechten Winkels,
withrend der Scheitel anf der Peripherie des Kreises fortgleitet.
Welche Kurve umhiillt die Lagen des anderen Schenkels?

383. Gegeben sind zwei Gerade y = +d und das Kreisbiischel
#?+y® — 2ks — f2=0.(d < f.) In jedem Kreise des Btischels sind
die beiden Durchmesser gezogen, welche die Schnittpunkte des
Kreises und der beiden Geraden verbinden. Welches ist die
Enveloppe dieser Durchmesser?

384. In welchen Punkten schneidet die Hyperbel

9y?— 252%*— b4dy— 502+ 281 =0
die Koordinatenachsen? Welches ist die Gleichung dieser Hyperbel
in Linienkoordinaten?

385. Durch den Punkt z,=12, y,=3 ist in die Hyperbel
9y%--162%= — 144 eine Sehne zu ziehen, die in diesem Punkte
halbiert wird. Welche Stiicke schneidet diese Sehne auf den
Koordinatenachsen ab? Unter welchem Winkel ist dieselbe gegen
die X-Achse geneigt?

386. Vom Koordinatenanfangspunkte sind an die Hyperbel
9y* — 252® — 18y — 100% + 134 — O Tangenten zu legen. Wel-
ches sind die Gleichungen derselben?

387. In die Hyperbel ay? — b%a? = — a®b® ist ein Quadrat
einzuzeichnen. Welches sind die Koordinaten der Eckpunkte?

388. In die Hyperbel 5y*— 32®= — 10 soll ein gleich-
seitiges Dreieck beschrieben werden, dessen eine Spitze in einem
Scheitel liegt. Welches sind die Gleichungen der Seiten?

389. Es soll ein Rechteck in die Hyperbel 12y%*— 7a?= — 112
eingezeichnet werden, dessen Inhalt gleich dem Quadrate iiber der
Hauptachse ist. Welches sind die Koordinaten der Ecken?

390. Gegeben ist eine Hyperbel ay?— b?2?= — 0% In
dieselbe ist ein Rechteck zu zeichnen, dessen Seiten sich wie m
zu » verhalten. Die Koordinaten der Ecken sind zu bestimmen.

Beispiel. 4y — 2?=—60; m =2, n=2>5.

Tangente und Normale der Hyperbel.

391. An die Hyperbel a?y®— b%2?= — a®b? ist im Punkte
(2, y,) derselben eine Tangente gelegt. Welches ist die Gleichung
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derselben? Welche Stiicke schneidet sie auf den Koordinaten-
achsen ab?

Beispiele. a) 13y®— 5a®= — 65; #, = 13, y, = 2)/15;

b) Ty?— 162 = — 112, o, = — 4, y, < 0.

392. Von den Brennpunkten der Hyperbel a?y? — b?a? = — a?b*
sind Lote auf die Tangenten der Kurve gefillt. Welches ist der
geometrische Ort der FuBpunkte derselben?

393. Gegeben ist die Hyperbel a?y®— b?a*= — a?b%. Von
dem Brennpunkte (¢, 0) sind Lote auf alle Tangenten des zu-
gehorigen Hyperbelzweiges gefiillt. Auf welcher Kurve liegen die
Gegenpunkte des Brennpunktes?

394. Fir welche Punkte der Hyperbel a’y? — b%x?= — a?b?
sind die Tangenten derselben unter dem gegebenen Winkel «
gegen die X-Achse geneigt?

Beispiel. 100%® — 92%= — 900, Lo = 60°

395. Von einem Punkte P soll an eine gegebene Hyperbel
eine Tangente gelegt werden.

396. Durch Konstruktion sind diejenigen Tangenten einer
gegebenen Hyperbel zu bestimmen, welche der Geraden g parallel
laufen.

397, Die Hyperbel 9y% — 162% = — 144 soll durch eine Ge-
rade beriihrt werden, welche der Geraden y = 4z — 3 parallel
lguft. Welches ist die Gleichung derselben?

398. Wie groB ist der Inhalt des Rechtecks, welches durch
die Lote gebildet wird, die sich von den Brennpunkten der
Hyperbel a®y®— b?a2® = — a?b? auf eine Tangente derselben fillen
lassen?

399. In jedem der Punkte der Hyperbel a®y®— b2x?= — a®b?
dessen Brennstrahlen unter dem Winkel « zu einander geneigt
sind, sollen Tangenten an die Kurve gezogen werden. Welches
sind die Gleichungen derselben?

Beispiel. 7y?— 92%= — 63, La= 90"

400. In dem Punkte (z,, y,) der Hyperbel a?y®— b2z?= — a?b?
ist die Normale konstruiert. Welches ist die Gleichung derselben?
Beispiel. 25y%— 642%?= —1600; x,= 13, y, > 0.

401, Gegeben ist die Hyperbel a?y®— b%az?= — a®b®>. Im
Punkte (2, %,) sind Tangente und Normale konstruiert. Welche
Linge hat die Tangente? Welche Liinge die Normale? Wie lang
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ist die Subtangente? Wie lang die Subnormale? Wie lauten die
Resultate, wenn die Hyperbel eine gleichseitige ist?

Beispiel. 7y?— 162%= —112; z,=4, y, > 0.

402. Nach einem Punkte der Hyperbel a?y? — b?a?= -- a®b?
sind die Radienvektoren gezogen, und zwar ist der Neigungswinkel
des einen zur X-Achse doppelt so groB als der des andern. Wie
lang ist die Normale, die sich in diesem Punkte der Hyperbel
konstruieren 1a3t?

Beispiel. 93— 16a%= — 144.

403. Gegeben ist die Gleichung der Hyperbel 4y*— 25 2%=—100
und die Liinge einer Subnormale derselben S, = 30. Welches
sind die Koordinaten des zugehdrigen Punktes?

404. Fiir welchen Punkt der Hyperbel a?y® — b%a? = — a®b?
ist die Subtangente gleich der Subnormale?

405. Gegeben ist die Hyperbel a’y®— ba?= — a’b% Es
sollen die Koordinaten derjenigen Punkte gesucht werden, fiir
welche die Tangente doppelt so grof} ist als die Normale.

406. Fiir welche Punkte der Hyperbel a®y® — b2z%= — a®b?
ist das Rechteck aus der Tangente und der Ordinate gleich dem
Quadrate iiber der Normale?

407. Bs ist zu zeigen, daf} die Tangente an einem Punkte
P (z,,9,) der Hyperbel a®y® — b%2* = — a®b* den Winkel halbiert,
welchen die nach dem Beriihrungspunkte P gezogenen Radien-
vektoren mit einander einschlieBen.

408. Gegeben ist eine Hyperbel und auf derselben der Punkt
P. Wie 1Bt sich in diesem Punkte an die Kurve eine Tan-
gente legen?

409. Eine Ellipse und eine Hyperbel haben die Brennpunkte
gemein. Welche Winkel schlieBen die Tangenten beider Kurven
an den Schnittpunkten ein?

410. Gegeben sind die gleichseitige Hyperbel y* — z* = — a?
und der Kreis 3?4 2= 9a®. Unter welchen Winkeln durch-
schneiden sich die beiden Kurven?

411. Von dem Brennpunkte (¢, 0) der Hyperbel a?y?— b%x?
= — @%b? ist ein Lot auf eine Tangente der Kurve gefillt, deren
Beriihrungspunkt (2, y,) ist. Wie grof ist das Rechteck aus dem
Lot und der Normale, welche durch den Punkt (x,, y,) geht?
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412, An die Hyperbel a®y® — b?2% = — a®b? sind die beiden
Scheiteltangenten gelegt und eine dritte Tangente, deren Bertihrungs-
punkt (2, ;) ist. Von welchen Punkten der Hauptachse aus er-
scheint der Abschnitt der dritten Tangente, welcher zwischen den
Scheiteltangenten liegt, unter rechtem Winkel?

413. Gegeben ist die Hyperbel a®y® — b?a® = — a?b% In den
Punkten (x,, y,) und (z,, y,) sind die Tangenten an dieselbe ge-
legt. Wie groB3 ist der Winkel, den die Tangenten einschlieBen?

Beispiel. 4y®—92%=—386; 2,=38, y, >0; x,=4, y, <O.

414. Lings der Hyperbel a?y®— b?2? = — a?b? gleiten zwei
Tangenten fort, welche einen rechten Winkel einschliefen. Welches
igt die Gleichung des geometrischen Ortes des Scheitels des rechten
Winkels? Wie gestaltet sich das Resultat, wenn die Hyperbel
eine gleichseitige ist?

415. Von dem Punkte P(z,, y,) sollen Tangenten an die
Hyperbel a’y? — b?2? = — a?b? gelegt werden. Welches sind die
Gleichungen derselben?

Beispiel. 9y*— 252%= — 225; x, =2, y =25.

Asymptoten der Hyperbel.

416. Welche Form nimmt die Gleichung einer Tangente der
Hyperbel a?y?— b%a® = — a?b® an, wenn man den Beriihrungs-
punkt in die Unendlichkeit riicken 14Bt?

Beispiel. 25y% — 492%= — 1225,

417. Welches sind die Gleichungen der Tangenten, die sich
vom Mittelpunkte der Hyperbel ay? — b?a?= — a?b? an dieselbe
legen lassen?

Beispiel, 4y? — 8127 = — 324.

418. Welchen Winkel bilden die beiden Asymptoten der
Hyperbel 5y? — 422 = — 100 mit einander?

419. Von einem Brennpunkte der Hyperbel a?y?— b2x? = — a%b?
sind Lote auf die Asymptoten gefillt. Wie lang ist jedes der
Lote? Welchen Inhalt hat das Viereck, welches von den Asym-
ptoten und den Loten begrenzt wird?

420. Gegeben ist die Hyperbel a’y?— b%z?= — a?b®. Welche
Gestalt nimmt die Gleichung der Kurve an, wenn die Asymptoten
derselben zu Koordinatenachsen gewiihlt werden?
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. N a4 v
421. Im Punkte (2, y,) ist an die Hyperbel xy — 1

eine Tangente gelegt. Welches ist die Gleichung derselben?
422. Welcher Bedingung miissen die Konstanten der Gleichung

y= Mz + n gentigen, wenn die derselben entsprechende Gerade
- g 2

Tangente der Hyperbel zy = sein soll?

. a+v . .
423. An die Hyperbel zy = — ist im Punkte (2, #,)

eine Tangente zu legen. Wie lisst sich die Konstruktion ausfiihren?

424, Es ist zu zeigen, daB jede von den Asymptoten be-
grenzte Tangente der Hyperbel im Beriihrungspunkte halbiert wird.

425. Es soll der Inhalt eines Dreiecks bestimmt werden,
welches von den beiden Asymptoten und einer Tangente der
Hyperbel begrenzt wird. Wie verhilt sich dasselbe zu dem Recht-
eck aus den Koordinaten des Bertihrungspunktes?

426. Von einem Punkte der Hyperbel sind Parallelen zu den
Asymptoten gezogen. Es soll der Inhalt des Parallelogramms be-
stimmt werden, welches von diesen Linien begrenzt wird.

427, Die Halbachsen einer Hyperbel sind @ und b. Welches
ist die Gleichung der Kurve in Linienkoordinaten, wenn die Ab-
schnitte auf den Asymptoten liegen sollen?

Pol und Polare.

428. Gegeben sind die Hyperbel a®y? — b*x®= — a?b?® und
der Punkt P (z,, y,). Welches ist die Polare des Punktes P beztig-
lich der Hyperbel?

Beispiele. a) 9y® — 25a% = — 225; x4, =1, y, = 11.

b) 124 — Ta?= —112; 2, =—9, y, = 1.

429. Von dem Punkte P (,y,) sind Tangenten an die
Hyperbel a?y? — b%2? = — 4?b? gezogen. Welches sind die Ko-
ordinaten der Bertihrungspunkte?

Beispiel. 6y — 1122= —66; 2, =2, y,= 3.

a?+4 b2

T
Welches ist die Gleichung der Polare des Punktes P (z, y,) be-
ziiglich derselben?

430. Die Asymptotengleichung einer Hyperbel ist 2y =
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431. Die Brennpunkte der Hyperbel a?y? — b222 = — @202
mogen als Pole betrachtet werden. Welches sind die Gleichungen
der zugehdrigen Polaren? Welchen Gleichungen entsprechen diese
Polaren, wenn die Asymptotengleichung der Hyperbel gegeben ist?

432. Wie grof} sind die Stiicke, welche durch die Direktrixen
auf den Asymptoten der Hyperbel a®y®— b?a?= — a®d® abge-
schnitten werden?

433. Von einem Punkte P (2, y,) der Hyperbel a?y® — b2x?
= — a?b? ist ein Strahl nach einem Bremnpunkte gezogen und ein
Lot auf die dem Brennpunkte zugehorige Direktrix gefiillt. In wel-
chem Verhiiltnis stehen diese beiden Linien?

434. Es soll der geometrische Ort eines Punktes gefunden
werden, dessen Entfernung von dem Punkte (%, 0) sich zu der von
der Y-Achse wie m zu n verhilt. (m>n.)

435. Von dem Punkte P (,,y,) der Hyperbel a®y®— 0222
= — a®)? ist eine Parallele zu einer Asymptote gezogen und bis
zum Durchschnitt mit einer Direktrix verlingert. Wie verhslt
sich diese Linie zu dem Brennstrahle, der den Punkt P mit dem
der Direktrix zugehdrigen Brennpunkte verbindet?

2
436. Von einem Punkte P der Direktrix z — % ist ein Strahl

nach dem zugehérigen Brennpunkte (e, 0) gezogen. Unter welchem
Winkel schneidet dieser Strahl die Polare des Punktes P beaziig-
lich der Hyperbel?

4317. Gegeben ist eine Hyperbel und auf derselben der Punkt P.
Wie 1i3t sich in diesem Punkte an die Kurve eine Tangente legen?

438. Gegeben ist die Hyperbel a®y® — b?2®= — 4202 Von
2
dem FuBlpunkte der Direktrix « =% ist eine Tangente an die

Hyperbel gelegt und von einem Punkte P dieser Geraden ein Lot
auf die Hauptachse gefiillt, welches die Hyperbel in @ schneidet.
Wie verhiilt sich der Brennstrahl, der von ¢ nach (e, 0) geht, zu
dem Lote?

439. Der Punkt P (z,,y,) ist mit dem Brennpunkte (e, 0)
verbunden und in diesem Brennpunkte ist auf der Verbindungs-
linie ein Lot errichtet. Wie grof3 ist der Inhalt des Dreiecks,
welches das Lot, die Polare des Punktes P und die zu (e, 0)
gehorige Direktrix einschlieBen?



48 Die Hyperbel.

440. Die Gerade Lz + My -+ N ==0 moge als Polare be-
ziiglich der Hyperbel a?y® — b?a? = — a?b® betrachtet werden.
Welches sind die Koordinaten des zugeh&rigen Poles?

Beispiele. a) 9y —152+185=0, y = ;& —3;

b) 254% —364% 4900 = 0, %— {- -1

441. Die Tangenten des Hauptkreises der Hyperbel a’y® — b%2?
= — a?0? mogen als Polaren der letzteren betrachtet werden. Aunf
welcher Linie liegen die zugehdrigen Pole?

442. Gegeben ist die Hyperbel a?y®— b?2%= — a?b® und
der Kreis 2+ 2% = a?+ b%. Eine Polare der Hyperbel gleite als
Tangente an dem Kreise fort. Auf welcher Kurve bewegt sich
der zugehdrige Pol?

443. Gegeben ist die Hyperbel

a?y® + (a® — ¢®) a? =a? (a® — €%) [e>a]
und die ihr konfokale Ellipse
ayt+ (7 — )2 — o7 (aF— @) [e<a;
die Tangenten der Ellipse m&gen als Polaren beziiglich der Hyper-
bel betrachtet werden. Auf welcher Kurve liegen die zugehori-
gen Pole?

444, Gegeben ist ein System konfokaler Hyperbeln, welches
der Gleichung a?y® — (¢ — a?) 2% + a® (¢ — a®) = O entspricht. Die
Gerade Lz -+ My+ N = 0 werde als Polare beziiglich jeder Hy-
perbel des Systems betrachtet. Auf welcher Kurve liegen die zu-
gehorigen Pole?

445. Der Pol P mbge auf der Peripherie des Kreises 22 - y*
= a? — b? fortriicken. Es soll die Gleichung der Kurve bestimmt
werden, welche die Polaren beztiglich der Hyperbel a?y® — ba?
= — a?b? einhiillt,

446. Gegeben ist ein Biischel von Hyperbeln

a2y2 ___ b2x2+ a2 b2+ k (a12y2 _ b12x2 + a12b12) =0
und der Punkt P (z,,7,). Wie liegen die Polaren des Punktes
beziiglich der Hyperbeln des Biischels?

Durchmesser der Hyperbel.

447. Der Punkt P (%, y,) mdge in unendlicher Ferne liegen.
Woelches ist die Gleichung der Polare desselben beziiglich der Hy-
perbel a®y? — b2a?= — a?b%?
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448. In welchem Verhiiltnis werden alle Sehnen, die nach
dem unendlich fernen Pole konvergieren, durch die Polare desselben

geteilt?
449. Welche Beziehung findet zwischen den Richtungskon-
stanten konjugierter Durchmesser der Hyperbel a®y® — b22? = — a®b?

statt, von denen jeder die dem andern parallele Sehnenschar hal-
biert? Wie gestaltet sich das Resultat fiir eine gleichseitige Hy-

perbel?
450. Gegeben ist die Asymptotengleichung einer Hyperbel
2 1 p2
xy = a_—g_{)_ Welcher Bedingung miissen die Konstanten der

Gleichungen y = 4,2 und y = A,z geniigen, wenn denselben kon-
jugierte Durchmesser entsprechen sollen?

451. Der eine Durchmesser der Hyperbel a?y® — b%2? = — a?b?
moge mit der einen Asymptote der Kurve zusammenfallen. Welche
Lage hat der konjugierte Durchmesser?

452, Es ist zu zeigen, daB die Paare konjugierter Durch-
messer der Hyperbel a2y? — b%x? = — a®b® ein involutorisches Strah-
lenbiischel bilden. Welches sind die Doppelstrahlen der Invo-
lution?

453, Welche Lage haben zwei konjugierte Durchmesser einer
Hyperbel zu der Hauptachse der Kurve? Welcher Satz ergiebt sich
fir die Punkte, in demen eine Hyperbel von zwei konjugierten
Durchmessern geschnitten wird? '

454. Gegeben ist die Hyperbel 16y*— 252%= —400 und
der Durchmesser ¥y =+x. a) Welches ist die Gleichung des kon-
jugierten Durchmessers? b) Welchen Winkel schlieBen beide Durch-
messer mit einander ein?

455, In der Hyperbel 4y*—492®= —196 ist durch den
Punkt #, =5, y =3 eine Sehne zu ziehen, welche in diesem
Punkte halbiert wird. Welches ist die Gleichung der Sehne?

456. Es soll die Linge desjenigen Durchmessers der Hyper-
bel a2y?— b2x® = — a?b? bestimmt werden, der dem Durchmesser
y = Mz konjugiert ist.

Beispiel. 4y*—92°= —36, y=3x.

457. Von der Hyperbel 16y — 252% = — 400 sind diejenigen
Durchmesser zu bestimmen, welche einen Winkel von 45° mit ein-
ander einschlieBen.

Hochheim, Aufgaben a. d. anal. Geometrie. IL

4
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458. An eine Hyperbel ist in einem gegebenen Punkte P
eine Tangente zu legen. Wie ist die Konstruktion auszufiihren?

459. An eine Hyperbel sind Tangenten in gegebener Rich-
tung zu legen.

460. Welches ist der geometrische Ort der Endpunkte der
Nebendurchmesser der Hyperbel a?y? — b2a? = — a25%2

461. Wie liegen die Asymptoten zweier konjugierten Hyper-
beln zu einander?

462. Gegeben sind die beiden konjugierten Hyperbeln

@’y — v?a? = — a®b? und a’y?— b2a®= a2
Von den Brennpunkten der ersten sind nach zwei entsprechenden
Punkten der beiden Hyperbeln Leitstrahlen gezogen. Wie verhiilt
sich die Summe der Leitstrahlen des ersten Punktes zur Summe
der Leitstrahlen des zweiten?

463. Durch den einen Endpunkt eines Hauptdurchmessers
y =Mz der Hyperbel a®y® — b?2® = — a®b? ist eine Tangente der
letzteren gezogen. In welchem Verhiltnis steht das von den Asym-
ptoten begrenzte Stiick derselben zu der Linge des konjugierten
Nebendurchmessers ?

464. Durch den Bremnpunkt (¢, 0) der Hyperbel a?y? — b%s?
= — a®b® ist eine Sehne gezogen, welche gegen die Hauptachse
unter dem Winkel ¢ geneigt ist. In welcher Beziehung steht die-
selbe zu dem parallelen Durchmesser und zu der Hauptachse?

465. Von der Hyperbel a®y? — b?x? = — a2b? sind zwei kon-
Jjugierte Durchmesser 2a, und 2b, sowie der von ihnen einge-
schlossene Winkel ¢ gegeben. In welcher Bezichung stehen die
gegebenen Stiicke zu den Achsen?

466. In welcher Beziehung stehen je zwei konjugierte Durch-
messer einer gleichseitigen Hyperbel ? )

467. Von einer Hyperbel sind zwei konjugierte Durchmesser
2a¢,=10, 2b, =14 und der von diesen eingeschlossene Winkel
@ =45° gegeben. Wie groB sind die Achsen der Hyperbel?

468. Von einer Hyperbel sind zwei konjugierte Durchmesser
der GroBe und Lage nach gegeben. Die Asymptoten der Kurve
sind durch Konstruktion zu finden.

469. Von einer Hyperbel sind zwei konjugierte Durchmesser
der Liinge und Lage nach gegeben. Die Hauptachse und die Neben-
achse sollen durch Konstruktion gefunden werden.
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470. Es mogen die Endpunkte von zwei konjugierten Durch-
messern einer Hyperbel mit einander verbunden sein. Welches
ist der Inhalt des von diesen Verbindungslinien gebildeten Paral-
lelogramms ?

471. An eine Hyperbel sei im Punkte P eine Tangente ge-
legt, welche die eine Asymptote im Punkte @ schneidet, ferner sei
durch @ eine Parallele zu dem durch P gehenden Durchmesser
gezogen und bis zum Schnitt mit dem konjugierten Durchmesser
verlingert. Welches ist der Inhalt des so entstandenen Parallelo-
gramms?

472. Gegeben ist die Gleichung einer Hyperbel a?y®— b2x?
= — a®b® Woelche Gestalt erhilt dieselbe, wenn zwei konjugierte
Durchmesser 2a, und 2%, als Koordinatenachsen angenommen
werden?

473. Die Gleichung einer Hyperbel ist a,2y® — b, 22% = — a,%b,2,
wenn zwei konjugierte Durchmesser als Koordinatenachsen ange-
nommen sind. Welchen Gleichungen entsprechen in diesem Falle
die Asymptoten der Hyperbel?

474. In einer gegebenen Hyperbel ist eine Sehne s gezogen.
Man verlingere dieselbe nach beiden Seiten bis zum Schnitt mit
den Asymptoten. In welcher Beziehung stehen die beiden Ver-
lingerungen zu einander?

475. Von dem Punkte P einer Asymptote einer gegebenen
Hyperbel ist eine Sekante in die Kurve gezogen. Wie grof3 ist
das Rechteck aus der ganzen Sekante und ihrem iulBeren Ab-
schnitte?

476. Wie lassen sich die unter No. 289—292 fiir die Ellipse
gestellten Aufgaben fiir die Hyperbel losen? Wie gestalten sich
die Resultate fiir diesen Fall?

Die Hyperbel als geometrischer Ort.

477. Durch den Punkt P (#,= —4, y,=17) ist ein Strahl
gezogen, der die beiden Koordinatenachsen schneidet. Das Stiick
desselben zwischen den Achsen sei im Punkte @ halbiert. Welche
Kurve beschreibt der Punkt @, wenn der Strahl um P gedreht
wird?

478. Gegeben sind zwei Gerade ¢, und g,. Es soll der

geometrische Ort des Punktes bestimmt werden, von dem Paral-
4%
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lelen zu diesen Geraden gezogen mit ihnen ein Parallelogramm
von konstantem Inhalt bilden.

479. Es soll der geometrische Ort eines Punktes P gefunden
werden, dessen Verbindungslinie mit dem Punkte 4 (z, =1, y, =1)
durch die Hyperbel 2® — y*=1 im Verhiltnis 2:1 geteilt wird.

480. Durch den Punkt P(z,, y,) sind Sehnen in die Hy-
perbel a?y? — p?x? = — a?b® gezogen. Auf welcher Kurve liegen
die Halbierungspunkte derselben?

481. Die Grundlinie ¢ eines Dreiecks liegt auf dem positiven
Teile der Abscissenachse, der eine Endpunkt derselben im Koordi-
natenanfangspunkte. Welches ist der Ort der gegeniiberliegenden
Spitze, wenn das Produkt der Tangenten der Winkel an der Grund-
linie tgo . tgf = — % ist?

482. Es soll der geometrische Ort der Spitze eines Dreiecks
bestimmt werden, dessen Grundlinie mit dem positiven Teile der
X-Achse zusammenfiillt und die Endpunkte (0, 0) und (10, 0)
besitzt, wenn die Winkel an der Grundlinie der Relation tge
= 2cota 4 cotf gentigen.

483. Die Grundlinie eines Dreiecks hat die Koordinaten (0, 0)
und (¢, 0). Welches ist der geometrische Ort der gegeniiberlie-
genden Spitze, wenn der eine Winkel an der Grundlinie doppelt
so grof als der andere ist?

484, Lings der Parabel y* = px gleiten zwei Tangenten fort,
welche den konstanten Winkel © einschlieBen. Welche Linie be-
schreibt der Schnittpunkt der Tangenten? Wie gestaltet sich das
Resultat a) fir & =459 b) fir & =90°?

485. Lings der Parabel y®= px gleiten zwei Tangenten fort.
Welche Linie beschreibt der Schnittpunkt derselben, wenn die
Differenz der Tangenten ihrer Neigungswinkel zur X-Achse gleich
der Grofle % ist?

486. Die Seite AB = c¢ des Dreiecks ABC fillt mit dem
positiven Teile der X-Achse, der Punkt A mit dem Koordinaten-
anfangspunkte zusammen. Woelches ist der geometrische Ort des
Mittelpunktes des einbeschriebenen Kreises, wenn die Seite @ und der
Winkel B konstant, die iibrigen Stiicke des Dreiecks veriinderlich sind?

4817. Von einem Dreieck A BC ist die Seite ¢ und die Differenz
der beiden andern Seiten & — b = d konstant. Welches ist der
geometrische Ort des Schwerpunktes?
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488. Die Seite ¢ des Dreiecks ABC fillt mit dem positiven
Teile der Abscissenachse, der eine Endpunkt derselben mit dem
Koordinatenanfangspunkte zusammen. Die Spitze C gleitet auf der
Parabel 5 + n&2— mE& =0 fort. Welche Kurve beschreibt der
Hohenpunkt des Dreiecks? Welche Gestalt nimmt das Resultat
an, wenn der Scheitel der Leitparabel in den Koordinatenanfangs-
punkt verlegt wird?

2
489. Uber der Hauptachse der Hyperbel 7%= % (82— 2af)

als Grundlinie ist ein Dreieck konstruiert, dessen Spitze auf der
Hyperbel fortriickt. Welches ist der geometrische Ort des Héhen-
punktes?

2
490. Uber der Hauptachse der Hyperbel 712=£‘2(§2“ 2ak)

als Grundlinie ist ein Dreieck konstruiert, dessen Spitze auf der
Hyperbel fortgleitet. Auf welcher Linie bewegt sich gleichzeitig
der Schwerpunkt des Dreiecks fort?

491. Gegeben ist ein Kreis K und ein Punkt P auBerhalb
desselben. Auf welcher Kurve liegen die Mittelpunkte aller Kreise,
welche durch den Punkt P gehen und den Kreis K einschliefend
oder ausschlieBend beriihren?

492. Gegeben sind zwei Kreise 22+ y*= r,® und (z — a)? + y*
= 1,%, welche vollstindig getrennt liegen. 1. Es soll der geome-
trische Ort des Mittelpunktes desjenigen Kreises gesucht werden,
der die gegebenen Kreise entweder beide ausschlieBend oder beide
einschliefend beriihrt. 2. Es soll der geometrische Ort des Mittel-
punktes desjenigen Kreises gesucht werden, der den einen der
gegebenen Kreise einschlieBend, den andern ausschlieBend beriihrt.
Wie gestaltet sich im ersten Falle das Resultat, wenn die Radien
der beiden gegebenen Kreise gleich sind?

493. Gegeben ist der Kreis y2= 2rx — 2%, welcher von der
X-Achse in dem Durchmesser AB geschnitten wird. Durch den
Koordinatenanfangspunkt A ist eine Sehne AC gezogen, welche
eine zu A B parallele Tangente des Kreises in K schneidet. Das
von K auf die X-Achse gefiillte Lot trifft eine durch den Mittel-
punkt zu AC gezogene Parallele in P. Welches ist der geome-
trische Ort des Punktes P, wenn AC um A gedreht wird? Es
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sind zwei Fille zu unterscheiden, da die Gleichung der Tangente
entweder y = + r oder y = — 7 sein kann.

494, Gegeben ist der Kreis a% -+ 4= r% Durch die Punkte
(+7,0) und (— r, 0) sind zwei Sehnen in den Kreis gezogen,
so dafl die Verbindungslinie der Endpunkte derselben lotrecht zur
X-Achse steht. Die Verlingerungen der Sehnen schneiden sich
im Punkte P. Welches ist der geometrische Ort des Punktes P?

495. Die Tangenten des Kreises y% + 2% = r? mogen als Pola-
ren beziiglich der Parabel y?= px betrachtet werden. Welches
ist die Gleichung der Kurve, auf der die zugehdrigen Pole liegen?

496. Ein Biischel von Parabeln entspricht der Gleichung

y'—pz — =0,
in der p ein variabelér Parameter, dagegen % eine Konstante ist.
Die Gerade Lz + My + N = 0 mdge als Polare der Parabeln des
Biischels betrachtet werden. Auf welcher Kurve liegen die zu-
gehérigen Pole?

497. Gegoben sind zwei Kreise

(z— a2+ y?=r? und 2?4 y2=1,2%
Von dem Punkte P sind Tangenten an diese Kreise gezogen.
Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, wenn die Differenz
der Tangenten gleich d sein soll? (a>d.)

498. Gegeben ist der Kreis 2?- y>=r? und die Gerade
x=a. Auf jedem Radius ist der dem Schnittpunkte mit dem
Kreise zugeordnete harmonische Punkt zu bestimmen, wenn die
beiden andern zugeordneten Punkte der Mittelpunkt und der Schnitt-
punkt des Radius und der Geraden sind. Auf welcher Kurve liegen
die vierten harmonischen Punkte?

Konstruktionsaufgaben.

499. Gegeben sind die beiden Bremnpunkte ¥, und F, und
ein Punkt P einer Hyperbel. Die Scheitel der Kurve sind durch
Konstruktion zu finden.

500. Die Lage der beiden Brennpunkte ¥, und ¥, und die
Lage einer Tangente ¢ sind bekannt. Es sollen die Achsen der
Hyperbel gefunden werden.

501. Von einer Hyperbel kennt man die Richtung der Haupt-
achse, sowie den Brennpunkt F, und die Tangente ¢ mit ihrem
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Beriihrungspunkte P. Der zweite Brennpunkt, die Scheitel und
die Asymptoten sind zu bestimmen.

502. Bekannt ist die Lage eines Brennpunktes ¥, die Lage
einer Asymptote a, und die Grofle der Hauptachse 2a. Man soll
die Lage des zweiten Brennpunktes, die Lage der Scheitel und
die Richtung der zweiten Asymptote finden.

503. Man kennt den Winkel der beiden Asymptoten und
den Abstand der beiden Brennpunkte einer Hyperbel. Wo liegen
die Scheitel der Kurve?

504, Von einer Hyperbel kennt man die Lage eines Brenn-
punktes ¥, und die Lagen der drei Tangenten ¢, {,, {3, Man soll
die Lage des zweiten Brennpunktes sowie die Lagen und Lingen
der Achsen finden.

505. Von einer gegebenen Hyperbel sollen die Achsen, die
Scheitel, die Brennpunkte und die Asymptoten gefunden werden.

H06. Gegeben sind die Richtungen der beiden Asymptoten
einer Hyperbel sowie die Grésse der Hauptachse. Die Lage der
beiden Brennpunkte sowie die Liinge der imaginiren Achse sind
zu finden.

507. Bs sollen die Brennpunkte einer Hyperbel gefunden
werden, wenn die Hauptachse der Lage und GroBe nach sowie
ein Punkt P der Hyperbel gegeben sind.

‘ 508. Gegeben ist die Hauptachse 2« der Lage und Grille
nach sowie die Lage einer Tangente {. Zu bestimmen sind die
Brennpunkte und die Asymptoten.

509. Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten und
ein Punkt P der Kurve gegeben. Wie findet man die Brenn-
punkte und die Scheitel ?

510. Es soll eine Hyperbel konstruiert werden, von der die
beiden Asymptoten ¢, und a, sowie die Tangente ¢ gegeben sind.

511. Von einer Hyperbel sind die beiden Asymptoten a, und
a, und ein Durchmesser d; gegeben. Wie findet man die Richtung
desjenigen Durchmessers, der d, konjugiert ist?

512. Bekannt ist der Asymptotenwinkel und die Differenz
der Achsen einer Hyperbel. Wie lassen sich die Scheitelpunkte
und die Bremnpunkte finden?

513. Gegeben ist die Lage einer Asymptote a,, die Rich-
tung einer Tangente ¢, der Beriihrungspunkt derselben P; und
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endlich ein zweiter Punkt P, der Hyperbel. Wie 1if3t sich die
Kurve konstruieren?

H14. Von einer Hyperbel kennt man die Lage des Mittel-
punktes O, die Richtung einer Asymptote, die Lage einer Tangente
und das Verhiiltnis der Achsen. Die Kurve ist zu konstruieren.

515, Zur Konstruktion einer Hyperbel sind zwei Punkte der-
selben P, und P,, der Mittelpunkt O und die Lage einer Asymptote
a, gegeben.

516. Man kennt von einer Hyperbel die Lage der einen
Asymptote a,, sowie die drei Punkte der Kurve P,, P,, P,. Wie
146t sich die Konstruktion der Hyperbel ausfiihren?

517. Gegeben sind die beiden Scheiteltangenten # und #,
der Beriihrungspunkt der letzteren S und eine dritte Tangente .
Wie findet man die Brennpunkte der Hyperbel?

Flacheninhalt der Hyperbel.

518. Gegeben ist die gleichseitige Hyperbel zy = a? und auf
derselben die beiden Punkte P, (%, %,), P, (2, 9,). Wie grof3
ist der Inhalt desjenigen Flichenstiickes, welches von der Abscissen-
achse, den beiden Ordinaten y,, y, und dem zwischen beiden liegen-
den Bogen der Hyperbel begrenzt wird?

Beispiel. xy=9; x, =4, x, = 25.

a? - ?

T
Auf der Kurve liegen die Punkte P, (z, #,), P, (%, %,). Es soll
der Inhalt des Flichenstiickes berechnet werden, welches von der
X-Achse, den beiden Ordinaten y, und g, und dem zwischen
diesen beiden liegenden Bogen begrenzt wird.

Beispiel. zy =61, «a=120°% x,=10, z,=17.

520. Gegeben sind auf einer Hyperbel die beiden Punkte P,
und P,, welche durch die beiden Geraden OP, und OF, mil dem
Mittelpunkte verbunden sind. Wie groB3 ist der Inhalt des Sekiors,
welcher von diesen beiden Strahlen und dem Bogen P, P, be-
grenzt wird?

519. Die Asymptotengleichung einer Hyperbel ist zy =

521. Eine Hyperbel wird durch zwei parallele Gerade in den
Punkten P,, P, und ¢,, @, geschnitten. In welcher Beziehung
stehen die beiden Sektoren OP;@, und OF,Q,?
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522, Die Hyperbel a?y® — b%2? = — a%b? wird durch die Ge-
rade # = d in den Punkten P, und P, geschnitten. Man verbindet
P, und P, mit dem Koordinatenanfangspunkte 0. Wie grol} ist
der Inhalt des Sektors OP, P,?

Beispiel. 25y — 9a?= — 225, z=13.
523. Durch die Gerade x=d wird von der Hyperbel
a’y® — b*a® = — a*b® ein Segment abgeschnitten. Wie grof3 ist

der Inhalt desselben?

Beispiel. 7a%— 3y?= 148, z=25.

524. Die Hyperbel a’y® — b?z? = — 4?b? wird von den beiden
Geraden y = -+ f und y = — f geschnitten. Wie grofl ist der
Inhalt der Figur, welche von diesen beiden Geraden und den da-
zwischen liegenden Bogen der Hyperbel begrenzt wird?

525. An den Hauptkreis der Hyperbel a’y? — b2x?= — a%p?
sind zwei Tangenten gelegt, welche der Hauptachse parallel laufen.
Wie gro3 sind die vier Fliichenstiicke, von denen jedes durch
einen Quadranten des Kreises, einen Bogen der Hyperbel und eine
. Tangente begrenzt wird?

Die Kurven zweiten Grades.

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.

526, Gegeben ist die Gleichung zweiten Grades
Ax?+ 2Bxy + Cy*+ 2Dx + 2Ey + F = 0,
welche nach y entwickelt die Gestalt

y="22" L 4 LY F-AO) P 2 (BE— D)z + B~ OF

annimmt. Es moge die Diskriminante der Form unter dem Wurzel-
zeichen
(BE — OD)?— (B — AC) (E*— CF) oder
|4 B D
- 0’ B CE
D E F|



H8 Die Kurven zweiten Grades.

kurz mit 4 bezeichnet werden. Welche Kurve entspricht der ge-
gebenen Gleichung, wenn

B
1. B C >0 und

a)—%%OundAoderC’%O, ﬁ)-—g=0, )——%ZO und 4 oder €S 0;
wenn

A B

2. IB C‘=0 und

4 4 4
W g0 A= )<
wenn endlich

A B
3. B 0<0und

) —%>0, B) —-§=0, ) —%<0 ist?
527. Es sollen die Kurven bestimmt werden, welche den fol-
genden Gleichungen entsprechen:
a) 822 — 2zy+ ¥ + 22 + 2y +5=0;
b) 2* + xy + ¥ + 22 + 8y —3=0;
¢) 22 — 5zy — 8y + 9x — 13y + 10=0;
d) 42 4 22y — »* + 62 + 2y +3=0;
e) 927 —12xy+ 4y® — 242+ 16y — 9=0;
f) 922 — 6xy + »* + 42 4+ 3y +10=0;
g) 252 + 40xy + 16y + 704 + 56y + 49 =0;
h) 13x% 4+ 14zy+ 5y + 1424 10y +5=0;
i) 82 +10wy+ 79> + 4z + 2y +1=0;
k) 10xy — 2y* + 6x 4 4y —21=0;
1) 322 — 4zy + 5y* —30x — 16y —20=0;
m) 32% + 22y — 4° + 8z +10y+14—0;
n) 4z? + 9y — 8z 454y 4 85=0;
o) 22 4+ ¥ 4+ 6x — 4y — 3 =0.
528. Gegeben ist die Gleichung
Ax*+2Bxy + Oy 42Dz +2Ey 4+ F = 0.
Es sollen die geometrischen Orter der Halbierungspunkte derjeni-
gen Sehnen bestimmt werden, welche a) der Y-Achse b) der
X-Achse parallel laufen.
Beispiele. 1. #? 4+ zy +y*® 422+ 8y —3=0;
2. 30+ 100y + Ty + 4w+ 2y +1=0.
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529, Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden
Aufgabe, wenn der Gleichung zweiten Grades eine Parabel ent-
spricht?

Beispiel. 92— 62y +y*+4x 43y +10=0.

530. Gegeben ist die Gleichung

Ax?+2Bxy +Cy*+2Dx+2Ey +F = 0.

Es sollen die Koordinaten des Mittelpunktes derjenigen Kurve be-
stimmt werden, welche der Gleichung entspricht.

Beispiele. 1. «* 4+ 2y + 9% +2x+43y — 3 =0;

2. 344 10zy + Ty’ + 42+ 2y + 1 = 0;
3. 922 — 62y + y* +42+3y+10=0.

531. Welche Bedingung muf} erfiillt sein, wenn die Kurve,
welche der Gleichung

A4+ 2Bxy +Cy>+2Dz+2Ey+F =0
entspricht, durch den Koordinatenanfangspunkt gehen soll?

532. Es sollen die Bedingungen bestimmt werden, welchen
die Konstanten der Gleichung

Ax?42Bxy 4 Cy*4+-2Da +2Ey +F =0
gentigen miissen, wenn die entsprechende Kurve von einer der
Koordinatenachsen berithrt werden soll.

533. Gegeben ist die Gleichung

Ax?*+2Bzy + Cy*+2Dx +2Ey + F = 0.

Durch den Punkt (@, b) sind Parallelen zu den Koordinatenachsen
gezogen. Welche Gestalt nimmt die gegebene Gleichung an, wenn
man diese letzteren Gteraden als Koordinatenachsen betrachtet?

H34. Durch den Mittelpunkt der Linie zweiten Grades, welche
der Gleichung ,

Ax?+2Bxy +Cy?+2Dx+2Ey+F =0
entspricht, sind Parallelen zu den Achsen gezogen. Welche Form
nimmt die Gleichung an, wenn die letzteren als Koordinatenachsen
betrachtet werden?

Beispiele. 1. 2* 4+ =zy + %2 4+ 22 + 3y — 3 = 0;

2. 322+ 102y + 792+ 42 + 2y + 1 =03
3. 34> — 4xy + 5y — 30— 16y —20=0.

535. Welche Gestalt wiirde das Resultat der vorhergehenden
Aufgabe annehmen, wenn der gegebenen Gleichung eine Parabel
entspriiche ?
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536. Gegeben ist die Mittelpunktsgleichung einer Kurve zwei-
ten Grades
A2+ 2Bxy+ Cy:+ K= 0.
Bs soll das Koordinatensystem so gedreht werden, daf3 der Koeffi-
sient des Produktes der Variabeln verschwindet. Wie grof3 ist
der Drehungswinkel? Welche Gestalt nimmt die Gleichung an?
Wie verhiilt sich die Konstante K bei der Drehung?
Beispiele. 1. 102> — 6zy + Ty® =30;
2. 92% + 16xy — 20y* = 60.
537. Der Gleichung
A+ 2Baxy+Cyi+2Dx 4+ 2Ey +F =0
mége eine Parabel entsprechen. Das rechtwinklige Koordinaten-
system soll so gedreht werden, dall die X-Achse der Achse der
Parabel parallel liuft. Wie grof3 ist der Drehungswinkel? Welche
Gestalt nimmt die Gleichung an?

Beispiel. 92— 6zy + y*+4x +3y+10=0.

H38. Wie grol3 sind die Achsen der Linie zweiten Grades,
welche der Gleichung

322 — 4wy + 59— 80z — 16y —20=20
entspricht?

539. Es sollen die Achsen der Kurve bestimmt werden, deren
Gleichung

45+ 22y — 9+ 6x4+2y4+3=0
ist.
H40. Gegeben ist die Gleichung
A2+ 2Bxy +Cy*+2Ds 4 2Ey +F = 0.
Es soll die lineare Excentricitit der Kurve gesucht werden, welche
dieser Gleichung entspricht.
Beispiel. #*+zy +y*+ 224 3y —3=0.
541. Wie grof3 ist der Parameter der Parabel
942+ 242y + 16y*+ 62 4 10y 4 3 = 0?

542. Durch den Koordinatenanfangspunkt seien zwei neue
Achsen gelegt, von denen die Abscissenachse unter dem Winkel e,
die Ordinatenachse unter dem Winkel § gegen die urspriingliche
X-Achse geneigt sein mége. Wie lautet die Gleichung einer Linie
zweiten Grades, wenn dieselbe auf dieses neue Achsensystem be-
zogen wird?
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543. Durch wieviele Punkte ist die Lage einer Linie zwei-
ten Grades bestimmt? Wie lautet die Gleichung dieser Linie,
wenn die nétige Anzahl von Punkten gegeben ist?

544. Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden Auf-
gabe, wenn drei von den gegebenen Punkten z. B. die drei letzten
in einer geraden Linie liegen?

545, Durch wieviele Punkte ist die Lage einer Parabel voll-
stiindig bestimmt?

546. Ein Punkt geht von dem Koordinatenanfangspunkte aus
und durchliiuft eine Linie zweiten Grades. Dabei gelangt er zu
den Punkten «, =2, y,=2; x,=18, y,=6; 24,=32, y;,=28;
4, =172, y,=12. Welches ist die Gleichung der Kurve?

547, Welche Linie zweiten Grades 1Bt sich durch die Punkte
4, =38, y,="T; By=—2, yo=—8; @, =11, y3=31; z,=9,
Y= —2; 2, =17, y; =1 legen?

548, Gegeben sind fiinf Punkte:
5+V3,

4 I

2, =1, y=2; x,=0, Yp =13 ”3=f1“, Y=

15— V7
Ty=gy Ya=2; =", Y5s=—"%¢ °
Es soll die Linie zweiten Grades bestimmt werden, welche durch
diese Punkte hindurchgeht.
549, Man soll die Linie zweiten Grades bestimmen, auf

welcher die fiinf Punkte
2

V”“g;

w1="‘87 3/1=0; x2=3a ?/2=V%; x3=4’ Y= —

gy=1, yy=—7; 7—=86, u=V7
liegen.

550. Es soll die Gleichung einer Parabel gefunden werden,
welche die X-Achse in dem Punkte (4, 0), die ¥-Achse in dem
Punkte (0, 3) beriihrt.

551, Wie heilt die Gleichung einer Parabel, welche die
positiven Teile der Koordinatenachsen beriihrt und durch die Punkte

zy = 2_8—+38V6’ =1 =1, ‘,,/2:?1_12‘]/_2

geht?
552. Es soll eine Linie zweiten Grades gefunden werden,
welche von den beiden Koordinatenachsen beriihrt wird und zwar
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von der Y-Achse im Punkte (0, 4), aullerdem aber durch die bei-
den Punkte

geht.

Geometrische Orter.

5h3. Zwischen den Schenkeln eines Winkels « bewegt sich
eine Linie von konstanter Linge g. Welche Kurve beschreibt ein
Punkt P derselben?

554. Die konstante Grundlinie ¢ eines Dreiecks liegt fest,
ebenso der Punkt @, in welchem dieselbe von dem anbeschriebe-
nen Kreise beriihrt wird. Welches ist der geometrische Ort der
gegeniiberliegenden Spitze C?

555. Auf der Y-Achse liegt der Punkt P (0, »,). Durch ihn
ist ein Strahl gezogen, welcher die X-Achse und die Gerade g
(y = Mz) schneidet. Welches ist der geometrische Ort des Halbie-
rungspunktes desjenigen Abschnittes, der zwischen der Geraden g
und der X-Achse liegt?

556. Gegeben ist die Gerade g, welche der Gleichung y — «
entspricht. Auf welcher Kurve liegt der Punkt P, wenn die Summe
der Quadrate seiner Abstinde von der Geraden g und der Y-Achse
gleich k? sein soll?

557. Gegeben sind zwei sich schneidende Gerade ¥y =Mz und
y = 0. Welches ist der geometrische Ort des Punktes P, fiir den
die Differenz der Quadrate der Entfernungen von den beiden Ge-
raden gleich d? ist?

5b8. Gegeben sind zwei sich schneidende Gerade y = Mz
und ¥ = 0. Von einem Punkte P sind auf beide Gerade Lote
gefiillt, so dal das Rechteck aus denselben gleich g% ist. Welches
ist der geometrische Ort des Punktes P?

559. Von einem Dreieck liegt die Grundlinie ¢ fest und die
Differenz der Winkel an derselben hat einen konstanten Wert.
Welches ist der geometrische Ort der Spitze dieses Dreiecks?

560. Die Seite AB des Dreiecks ABC falle mit dem posi-
tiven Teile der X-Achse, der Eckpunkt 4 mit dem Koordinaten-
anfangspunkte zusammen. Auf welcher Linie bewegt sich der
Schwerpunkt des Dreiecks, wenn die Seite ¢ und der Winkel A4
konstant, die tibrigen Stiicke verinderlich sind?
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561. In einem Dreieck A BC sei die Seite b und der Winkel B
konstant, die tibrigen Stiicke veriinderlich. Welches ist der geo-
metrische Ort des fiinften merkwiirdigen Punktes? Welche Gestalt
nimmt das Resultat an, wenn der Winkel B gleich 90° ist? Die
Lage des Dreiecks sei dieselbe wie in Aufgabe 560.

562. Gegeben ist das Dreieck ABC. Welches ist der geo-
metrische Ort des ftinften merkwiirdigen Punktes, wenn die Seite b
und der Winkel A konstant, die iibrigen Stiicke veriinderlich sind?
Uber die Lage des Dreiecks sieche Aufgabe 560.

H63. Welche Linie beschreibt der Hohenpunkt des Dreiecks
ABC, wenn die Grundlinie ¢ konstant ist und die in Aufgabe 560
angegebene Lage hat, die gegeniiberliegende Spitze C aber auf der
Geraden y = Mz + n fortriickt?

564. Jede Abscisse des Kreises 2?4 y*=1? sei um das
n-fache der zugehdrigen Ordinate vergréBert. Welches ist der
geometrische Ort der Endpunkte der Ordinaten?

565. Gegeben ist die Ellipse a®y®+ b*a? = a®b% Auf wel-
cher Linie liegen die Halbierungspunkte aller derjenigen Sehnen,
welche durch den Punkt (z,,y;) gehen?

H566. Gegeben ist ein Kreis, dessen Gleichung %= 27z — z*
ist. Der Durchmesser AG desselben liuft der Y-Achse parallel.
Durch A ist ein Strahl S gezogen, welcher die Peripherie in H,
die Y-Achse in D schneidet. Verbindet man den Mittelpunkt M
des Kreises mit D), zieht man ferner die Gerade HG, so schnei-
den sich diese Linien in P. Welche Linie beschreibt der Punkt P,
wenn der Strahl S um A4 gedreht wird?

567. Gegeben ist der Punkt A(0,%,) und der Punkt D (,,y,).
Ein Strahl durch A gezogen schneidet die X-Achse in B. Man
verbindet B mit D und errichtet auf dieser Verbindungslinie in
D ein Lot, welches den Strahl AB in P trifft. Welche Linie
beschreibt der Punkt P, wenn der Strahl AB um A gedreht
wird?

Beispiel. y,=5; x,=3, y,=1.

568. Gegeben sind drei Punkte 4 (0, y,), B (x,, 0), C(z,, y;)
und die Gerade g, deren Gleichung # — @ = 0 ist. Durch A sei
ein Strahl S gezogen, der die X-Achse in K, die Gerade g in
F schneiden moge, ferner sei B mit F' und C mit K verbunden.
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Welche Linie beschreibt der Schnittpunkt P dieser beiden Ver-
bindungslinien, wenn der Strahl S um A gedreht wird?
Beispiel. y;,=4; #,=38; x3=8, y3=25;
a=>5.
569. Gegeben sind die Geraden

C) %+%=1, (@) y — 2z +10 =0.

Durch den festen Punkt (8, 6) der letzteren Geraden geht ein
Strahl, der @ in C schneidet. Zieht man durch C' eine Parallele
zur X-Achse, die G, in D trifft, und verbindet D mit dem Punkte
(0, 8), so schneidet diese letztere Linie den durch A gehenden
Strahl in P. Welches ist der geometrische Ort von P, wenn der
Strahl um A gedreht wird?

570. Auf der Geraden y — b liegt der feste Punkt K (a, D).
K sei mit dem Koordinatenanfangspunkte verbunden, und eine
Parallele zu dieser Verbindungslinie schneide die Y-Achse in 7,
die Gerade (y =b) in L. Man verbinde den Punkt M (— a, 0)
mit L, ferner den Punkt N (a, 0) mit F}, und bezeichne den Schnitt-
punkt dieser Verbindungslinien mit P. Es soll der geometrische
Ort des Punktes P gesucht werden.

5T1. Gegeben ist der Kreis y”+4 «*=1? und die Tangente
y = r desselben. Von zwei Punkten der letztern, welche um die
Strecke @ von einander entfernt sind, sind zwei Tangenten an den
Kreis gelegt. Der Schnittpunkt dieser beiden Tangenten ist P.
Es soll der geometrische Ort des Punktes P gefunden werden.

Die Kurven zweiten Grades und die gerade Linie;
Enveloppen.

572. Gegeben sind eine Kurve zweiten Grades
Ax®+ 2By +Cy?+ 2Dz +2Ey +F =0
und eine Gerade y = Mx + n. Wann werden die Schnittpunkte
dieser beiden Gebilde getrennt und reell sein? Wann fallen sie
zusammen? Wann sind sie imaginir? Welcher Ordnung gehort
die Kurve zweiten Grades an?
5T73. In welchen Punkten wird die Linie zweiter Ordnung

24yt +22+3y—3=0
von der Geraden y + 22 4+ 3 = O geschnitten?
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574. Es sollen die Punkte bestimmt werden, in denen die
Linie zweiter Ordnung
9% — 62y +9°+42x+3y+10=0
von der Geraden y + 2z -+ 2 = O geschnitten wird.
5T75. Gegeben sind zwei Geradenpaare L, = 0, L,= 0 und
IL'=0, I'y=0. Durch die Punkté, in welchen das erste Paar
von dem zweiten geschnitten wird, ist eine Linie zweiter Ordnung
zu legen. Welches ist die Gleichung derselben?.
5T76. Die Koordinatenachsen werden von den beiden Geraden
B Yy ® LYy
4 P %
in vier Punkten geschnitten. HEs soll die Gleichung eines Kegel-
schnitts bestimmt werden, der durch die Punkte hindurch geht.
Fiir welchen Wert des Parameters % ist der Kegelschnitt eine
Parabel ?
577. Die beiden Geraden

T4y ¥
iT3=h gttt

z
2
werden von den Geraden
y=2¢—5, y=a-4+6

in vier Punkten geschnitten. Es ist durch die Schnittpunkte ein
Kegelschnitt zu legen, welcher zugleich durch den Koordinaten-
anfangspunkt geht. Welches ist die Gleichung der Kurve?

578. Die beiden Geraden

2y — =0, y—22=0
werden von dem Geradenpaare
z+2y—2=0, 2¢+5y—6=0

geschnitten. Bs soll die Gleichung des Kegelschnittes bestimmt
werden, der durch die vier Schnittpunkte und durch den Punkt
2, =6, y=1 geht,

579. Die beiden Geraden

3y —x=0, 2y—32x=0
werden von dem Geradenpaure
z2+y—1=0, 22+4+3y—6=0
in vier Punkten geschnitten. Es soll durch die Schnittpunkte ein
Kegelschnitt gelegt werden, welcher von der X-Achse bertihrt wird.
Hochheim, Aufgaben a. d.anal. Geometrie. IT. 5
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580. Durch die Punkte, in welchen das Geradenpaar
2y —2x=0, y—22=0
von den beiden Geraden
z2+2y—2=0, 2¢+5y—6=0
geschnitten wird, ist ein Kegelschnitt zu legen, dessen Mittelpunkt
sich auf der Y-Achse befindet. Welches ist die Gleichung des-
selben?

581. Von einem Punkte P sind zwei Sekanten in einen Kegel-
schnitt gezogen. Wie verhalten sich die Rechtecke, von denen
jedes aus den Abschnitten einer Sekante gebildet wird? Welches
Resultat ergiebt sich, wenn die Sekanten so verschoben werden,
dal3 sie ihren urspriinglichen Richtungen parallel bleiben?

H582. Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden
Aufgabe, wenn die Linie zweiter Ordnung eine Parabel ist und
die eine Sekante der Achse der Parabel parallel liuft?

HB83. Gegeben ist die Gleichung einer Linie zweiter Ordnung
in Punktkoordinaten

Ax?+2Bay + Cy?+ 2Dz +2Ey +F = 0.
Welches ist die Gleichung dieser Kurve in Linienkoordinaten?
H84. Gegeben ist eine Gleichung zweiten Grades
Aut+2Buv +Cv*+2D,u +2E v +F, =0,
in der w und » Linienkoordinaten sind. Wann entspricht dieser
Gleichung eine Ellipse, wann eine Parabel, wann eine Hyperbel?

585. Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, wenn der
Gleichung

A+ 2Buv 4 Cv* +2Du+2E v+ F, =0
zwei Punkte entsprechen sollen?
H586. Unter welchen Bedingungen entspricht der Gleichung
Au+2Buv+ Cv®+2D,u+2E v+ F,=0
ein einziger Punkt?
H87. Welches Gebilde entspricht der Gleichung
210 + 17uv + 202+ 10u + 3v -+ 1 =02
H88. Bestimme das Gebilde, dessen Gleichung

2542+ 30uv + 902+ 10u + 60 +1=10
ist.
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589. Die Seiten eines Dreiecks entsprechen den Gleichungen
y=0, y—2x=0, 2y+42—10=0.

Von einem Punkte P der Grundlinie y = O sind Lote auf die
beiden andern Seiten gefiillt, und die FuBpunkte der Lote durch
eine Gerade verbunden. Welches ist die Enveloppe der Verbin-
dungslinien, welche man erhilt, wenn der Punkt P lings der
Grundlinie fortriickt?

590. Gegeben sind die beiden Geraden 2y —2=0, y —32=0
und der Punkt P, dessen Koordinaten x, =10, y; =10 sind. Im
Punkte P liegt der Scheitel eines rechten Winkels, dessen Schen-
kel die gegebenen Geraden in den Punkten @ und R schneiden,
so dass PQR ein rechtwinkliges Dreieck ist. Welche Kurve hiillt
die Hypotenusen der rechtwinkligen Dreiecke ein, die man erhiilt,
wenn der rechte Winkel um P gedreht wird?

591. Gegeben ist ein Kreisbiischel, welches der Gleichung

92+ a2 —2kx — 02=0

entspricht. Durch den Punkt (0, ¢) ist die Sekante y +x2—d=0
gezogen, und in den Punkten, wo dieselbe die Kreise schneidet,
sind Tangenten an die letzteren gelegt. Welche Kurve hiillt diese
Tangenten ein?

592. Von dem Punkte P (%,0) sind Sekanten in den Kreis,
y? + #® = r? gezogen, und auf jeder dieser Sekanten in den Punkten,
in welchen sie von dem Kreise geschnitten wird, Lote errichtet.
Von welcher Kurve werden diese Lote eingehiillt? Wie gestaltet

sich das Resultat, wenn k% r gesetzt wird?

593. Gegeben ist ein System konfokaler Kegelschnitte, wel-
ches der Gleichung a®y®+ (a®— €?) 2® = a® (a® — ¢*) entspricht,
und der Punkt P (z,,y,). Welche Kurve hiillt die Polaren des
Punktes P beziiglich der Kurven des Systems ein?

594. Ein System konfokaler Kegelschnitte, welches der Glei-
chung a®y?+ (a®?—4) 2? = a® (a®* —4) entspricht, wird von der
Geraden y = 2 — 2 geschnitten. An jede Kurve seien in den
Schnittpunkten Tangenten gelegt. Es soll die Kurve bestimmt
werden, welche diese Tangenten einhiillt.

595. Durch den Koordinatenanfangspunkt sind Gerade zu ziehen,
welche den Kegelschnitt

Az’ +2Bxy +Cy*+ 2Dz +2Ey+F =0
5*
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in unendlich fernen Punkten schneiden. Welches sind die Glei-
chungen derselben?

596. Welches Resultat ergiebt sich nach der Lsung der vor-
hergehenden Aufgabe fiir die unendlich fernen Punkte der einzel-
nen Kegelschnitte?

597. In welchem Verhiltnis wird die Verbindungslinie der
beiden Punkte P, (x,,%;) und P, (x,,y,) durch den Kegelschnitt

Ax*+2Bxy +Cy*+ 2Dz +2Ey +F =0
geteilt?

Tangenten und Asymptoten der Kurven
zweiten Grades.
H98. Gegeben ist der Kegelschnitt
Az?+2Bzy + Cy*+2Dax +2Ey +F=0

und auf demselben der Punkt P (z,,y,). Welches ist die Glei-
chung der Tangente des Kegelschnittes in diesem Punkte?

Beispiel. 4%+ 2zy —y? — 42 — 8y — 11 =0; x, =2,
h=—3

599. An einen gegebenen Kegelschnitt ist im Punkte P des-
selben eine Tangente zu legen. Wie 1aBt sich die Konstruktion
ausfiihren?

600. Wieviele Tangenten lassen sich von einem Punkte P (z,,y,)
an einen Kegelschnitt legen, dessen Gleichung

Ax*+2Bzy +Cy?+2Dx +2Ey +F =0
ist? Welcher Klasse gehtren demnach die Kegelschnitte an?

601. Es sollen die Gleichungen der Tangenten bestimmt wer-
den, welche sich von dem Koordinatenanfangspunkte an den Kegel-

schnitt .
42y + 2 +22+8y—3=0
ziehen lassen.

602. Welches sind die Gleichungen der Tangenten, die sich

von dem Punkte z, =0, y, =2 an den Kegelschnitt
102y — 292+ 62 +4y —21=0

ziehen lassen?

603. Es soll der Winkel bestimmt werden, den die vom
Koordinatenanfangspunkte an den Kegelschnitt

Ax?+2Bxy +Cy?+2Dx+2Ey +F=0

gelegten Tangenten mit einander einschlief3en.
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604. Es soll die Gleichung eines Kegelschnittes gefunden

werden, der von den Geraden

Lix+My+ N =0, L+ My-+ N,=0,
Ly + Myy+ Ny=0, L+ My+ N,=0, Lyz+ Myy+ N;=0
beriihrt wird.

605. Es soll der Kegelschnitt bestimmt werden, der von den
Geraden
t=0,y=0,x+y—1=0,20—y+4=0,2—2y+6=0
beriithrt wird.

606. Welches sind die Gleichungen der Asymptoten eines
Kegelschnittes, dessen Gleichung

A2+ 2Bxy +Cy:+2Dx+2Ey +F=0
ist?
Beispiele. 1. 42%+42zy— 9* +6x + 2y 4+ 3 =0;
2. 34> —4zy + 59> — 30x — 16y — 20 = 0.

607. Es sollen die Koordinaten des Schnittpunktes der Asymp-
toten eines Kegelschnittes bestimmt werden.

608. Wie grof3 ist der Winkel, den die Asymptoten eines
Kegelschnittes einschlie3en?

Beispiel. 32%+42zy — y®+ 8x + 10y + 14=0.

609. Es sollen die Gleichungen der Geraden gefunden wer-
den, welche die Asymptotenwinkel des Kegelschnittes

A2+ 2Bxy+Cy?+2Dx+2Ey +F=0
halbieren.

Beispiel. 2*+ 2y + y*+ 2243y —3 = 0.

Pole und Polaren, Durchmesser.

610. Wie heiB3t die Gleichung der Polare des Punktes P(z,,y,)
beziiglich des Kegelschnittes
Az®+2Bxy +Cy2+2Dx +2Ey +F = 0?
Welche Form nimmt die Gleichung an, wenn der Pol mit dem
Koordinatenanfangspunkte zusammenfillt? We liegt die Polare,
wenn der Pol der Mittelpunkt des Kegelschnittes ist?
Beispiel. 102y — 2y 4 6z +4y —21=0; ,=—5, y;="T.
611. Die Gerade Lz + My -+ N = 0 moge als Polare be-
ziiglich des Kegelschnittes
Ax?+2Bzy +C0y*+2Dx+2Ey+F=0
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betrachtet werden. Welches sind die Koordinaten des zugehdrigen
Poles?

Beispiel. 42+ 22y —y2+62+2y+3=0; 50—y-44=0.

612. Wo liegt der Pol, wenn die Polare beziiglich des Kegel-
schnittes durch den Mittelpunkt des letzteren geht?

613. Die Punkte der Geraden Lz + My -+ N = 0 mdgen als
Pole des Kegelschnittes

Ax*+ 2By +Cy*+2Dx +2Ey +F=0

betrachtet werden. Welche Lagen haben die zugehérigen Polaren?

614. Die Strahlen eines Biischels mdgen als Polaren eines
Kegelschnittes betrachtet werden. Auf welcher Linie liegen die zu-
gehorigen Pole?

615. Von dem Punkte P (x,, y,) sind Sekanten in den Kegel-
schnitt

Az*+2Bzy+ Cy?+ 2Dz +2Ey+F =0
gezogen. Auf jeder Sekante ist der Punkt @ zu bestimmen, wel-
cher mit P die Strecke zwischen den Schnittpunkten des Kegel-
schnittes und der Sekante harmonisch teilt. Welches ist der geo-
metrische Ort des Punktes Q?%

616. Auf einer Geraden g liegen vier harmonische Punkte.
Es ist zu zeigen, daf3 die Polaren dieser Punkte beziiglich des
Kegelschnittes

Ax?+2Bxy +Cy?-+2Dx+2Ey +F =0
ein harmonisches Biischel bilden.

617. Gegeben sind der Punkt P und der Kegelschnitt I
Es soll die Polare des Punktes P beziiglich des Kegelschnittes K
durch Konstruktion gefunden werden.

618. Gegeben sind die Gerade g und der Kegelschnitt K.
Es soll der der Geraden g zugehdrige Pol beztiglich des Kegel-
schnittes durch Konstruktion gefunden werden.

619. Von einem Punkte P sollen an einen Kegelschnitt K-
die beiden Tangenten gelegt werden.

620. Gegeben ist ein Kegelschnitt K, ferner vier Punkte
desselben P,, P,, P;, P, und eine Tangente {,. Wie lassen sich mit
Hiilfe der gegebenen Stiicke Tangenten an den Kegelschnitt legen?

621. Gegeben sind drei Gerade L;=0, L,=0, L;=0.
Es soll die Gleichung eines Kegelschnitts bestimmt werden, der
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von den beiden ersten Geraden beriihrt wird und zwar in den
Punkten, in welchen dieselben von der dritten Geraden geschnitten
werden.

622. Es soll die Gleichung einer Parabel gefunden werden,
welche von den Geraden 3y — 2 —12=0 und 2y 42+ 6 =0
beriihrt wird und zwar so, daB die Gerade 5z + 3y — 15 =10
Polare des Schnittpunktes jener Tangenten ist.

623. Welches ist die Gleichung eines Kegelschnittes, der
durch den Koordinatenanfangspunkt geht, ferner die beiden Ge-
raden y — 2 —3 =0, § — 22 + 2 = 0 zu Tangenten und die Ge-
rade ¥ + 2 — 1= 0 zur Beriithrungssehne derselben hat?

624. Gegeben sind drei Gerade

Li=y—2—38=0, L,=2y+2+2=0,
Ly=2y 452 —10=0.
Es soll ein Kegelschnitt bestimmt werden, der von der X-Achse

beriihrt wird, der ferner I, und L, zu Tangenten hat, so daf
L, Polare des Schnittpunktes von L, und L, ist.

625. Von einem beliebigen Punkie eines Kegelschnittes sind
auf zwei feste Tangenten und die Polare des Durchschnittpunktes
der letsteren Lote gefiillt. Wie verh#lt sich das Rechteck aus
den beiden ersten Loten zum Quadrate iiber dem dritten Lote?

626. Es soll die Gleichung der Polaren des Punktes P be-
ziiglich eines Kegelschnittes bestimmt werden fir den Fall, dal’
der Punkt P auf der unendlich fernen Geraden liegt. In welchem
Verhiiltnis wird jede nach dem unendlich fernen Pol gerichtete
Sehne des Kegelschnittes durch die Polare geteilt? (Durchmesser.)

627. Es ist zu zeigen, dafl die Durchmesser eines Kegel-
schnittes ein Biischel bilden, Wo liegt der Mittelpunkt des Biischels?

628. Gegeben ist die Gleichung eines Durchmessers eines
Kegelschnittes y — y, =M (x -— x,), wo x,, y, die Koordinaten
des Mittelpunktes sind. Welehes ist die Gleichung des konjugier-
ten Durchmessers?

629. Es sollen die Gleichungen der Durchmesser eines Kegel-
schnittes bestimmt werden, welche den Asymptoten desselben kon-
jugiert sind,

630. Welches sind die Gleichungen der konjugierten Durch-
messer eines Kegelschnittes, die sich rechtwinklig durchschneiden?
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Das Kegelschnittbiischel.
631. Gegeben sind die beiden Kegelschnitte
U,=A,2*+2Bxy + C,y*+ 2D,z +2Ey + F; =0,
U,= Ay + 2 Byoy + Cy* + 2Dy + 2 Eyy + F, = 0.
In wieviel Punkten schneiden sich dieselben? Welcher Gleichung
entsprechen alle Kegelschnitte, die durch die Schnittpunkte der
gegebenen Kurven U, = 0, U, =0 hindurchgehen?

632. Es sollen die Parabeln bestimmt werden, welche zu dem
Kegelschnittbiischel U; + kU, = 0 gehoren. Es sei

U,=4,22+2Bxy + Cy*+ 2D,z +2E,y + F; =0,

U,= 4;2* 4+ 2B,xy + Coy® + 2 Dy + 2 Eyy + Fy = 0.

Beispiel. U, = 2® 4+ 2y +y*+2x 4 3y — 3 =0,
U,=32%+ 22y — 5>+ 8z + 10y + 14 =0.

633. Wie viele Geradenpaare enthilt das Kegelschnittbiischel
U+ kU,= 0?2

634. Welche Geradenpaare gehtren zu dem Kegelschnitt-
biischel U; + kU, = 0, wenn

U,=132*+ 8zy — 16y — 422 + 39y —5=0,
U,= 52 410y — 270 — 57y + 65 =0
ist?

635. Welcher Bedingung miissen die Konstanten in den Gleichun-
gen der Fundamentalkurven des Kegelschnittbiischels U; + kU, =0
geniigen, wenn zu den Kurven des Btischels ein Kreis gehoren soll?

636. Wie viele Kegelschnitte des Biischels U, + kU, = 0 wer-
den von der X-Achse, wie viele von der Y-Achse beriihrt?

637. Gegeben ist ein Kegelschnittbiischel U, +% U, =0. Auf
welcher Kurve liegen die Mittelpunkte aller Kegelschnitte, die zu
diesem Biischel gehoren?

Beispiel. U,=3z®—4zy + 5y*— 30z — 16y —20 =0,

U,=4%*+22y — ¥* + 62 + 2y + 3 =0.

638. Gegeben ist das Kegelschnittbiischel U, +%U, = 0 und
der Punkt P (z,,%,). Wie liegen die Polaren des Punktes P be-
ziiglich der Kurven des Biischels?

639. Durch das Kegelschnittbiischel U, 4 kU, = 0 ist eine
Transversale S gelegt. Es ist zu zeigen, daB die Punkte, in denen
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die Kegelschnitte von der Transversale geschnitten werden, eine
involutorische Punktreihe bilden.

640. Die Gerade Lz + My + N =0 mige als Polare be-
ziiglich der Kegelschnitte des Btischels U, 4% U,= 0 betrachtet
werden. Auf welcher Kurve liegen die zugehorigen Pole?

Beispiel. U, =42?+4 22y — 92462+ 2y +3=0,

U,= 2 + 2y +y*+22+3y--3=0.
Die Gleichung der Geraden ist: 52 —y 4+ 4= 0.

641. Wie gestaltet sich das Resultat der vorhergehenden Auf-
gabe, wenn die gegebene Gerade eine gemeinsame Sehne der Kegel-
schnitte des Biischels ist?

642. Gegeben ist ein Kegelschnitt U, = 0, die Tangente
L, =0 desselben im Punkte P, (x,,y,) und eine Sekante L,= 0.
Welcher Gleichung entspricht das Biischel aller Kegelschnitte, welche
von L, = 0 im Punkte P, beriihrt werden und durch die Schnitt-
punkte von U; = 0 und L, = O hindurchgehen?

643. Gegeben sind: der Kegelschnitt

U =42+ 22y —y* — 42 — 8y —11=10,
eine Tangente desselben I, =3z + y — 3 = 0 und eine Sekante
L,=2x—y—1=0. Es soll die Gleichung eines Kegelschnittes
bestimmt werden, der mit U, in demselben Punkte von I, be-
rithrt wird, ferner durch die Schnittpunkte von U, und L, und
endlich durch den Koordinatenanfangspunkt geht.

644. Der Kegelschnitt U; = O wird von der Geraden L, =0
im Punkte P, (7;,y,) und von der Geraden L,= 0O im Punkte
P, (%, 95) beriihrt. Es soll die Gleichung eines Biischels von Kegel-
schnitten bestimmt werden, welche U, in P, und P, beriihren.

645. Die Hyperbel 82+ 2zy — 42+ 8z + 10y +14=0
wird ven der Geraden 5 —y — 2 =0 in den beiden Punkten P,
und P, geschnitten, Es soll die Gleichung einer Parabel bestimmt
werden, welche die Hyperbel in den beiden Punkten P, und P,
beriihrt.

Konstruktionsaufgaben.

646. Zur Konstruktion eines Kegelschnittes sind die beiden
Brennpunkte F; und F),, sowie die Tangente ¢ gegeben.

647. Von einem Kegelschnitte sind die beiden Brennpunkte
Fy, F, und ein Punkt P gegeben. Die Konstruktion ist auszu-
fithren.
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648. Man kennt von einem Kegelschnitte die Lage eines Brenn-
punktes F,, sowie die dreier Tangenten f, #,, {,, Wie lil}t sich
die Konstruktion desselben ausfiihren?

649. Es soll ein Kegelschnitt konstruiert werden, wenn ein
Punkt desselben P, ein Brennpunkt F; und zwei Tangenten ¢, und
l, gegeben sind.

650. Gegeben sind von einem Kegelschnitte zwei Punkte P
und P,, der Bremnpunkt F; und eine Tangente f;. Der Kegel-
schnitt ist zu konstruieren.

651. Durch die Punkte P,, P,, P, ist ein Kegelschnitt zu
legen, welcher den Punkt F; zum Brennpunkte hat.

652. Zur Konstruktion eines Kegelschnittes sind gegeben:
der eine Brennpunkt F), der niichstliegende Scheitel 4, und die
Tangente ?,.

653. Es soll ein Kegelschnitt gezeichnet werden, von dem
der Brennpunkt F), die beiden Tangenten #, und ¢, und die Rich-
tung der Hauptachse bekannt sind.

654. Durch die beiden Punkte P, und P, ist ein Kegelschnitt
zu legen, der den Punkt F; zum Brennpunkte und eine Haupt-
achse von der Linge 2q¢ hat.

655. Gegeben sind von einem Kegelschnitte der eine Brenn-
punkt F, die zugehdrige Direktrix d; und eine Tangente {. Der
Kegelschnitt ist zu konstruieren.

656. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Punkt P, eine
Tangente ¢, mit dem Beriihrungspunkte P; und eine Direktrix d,.
Wie findet man den der Direktrix zugehdrigen Brennpunkt?

657. Ein Kegelschnitt soll konstruiert werden, welcher durch
die beiden Punkte P, und P, geht, die Strecke P, P, zum Durch-
messer und die Gerade d, zur Direktrix hat.

658. Um den Mittelpunkt O ist ein Kegelschnitt zu beschrei-
ben, welcher die Gerade d zur Direktrix hat, so daB3 die Gerade p
Polare des Punktes P beziiglich der Kurve wird.

659. Es soll ein Kegelschnitt konstruiert werden, der durch
den Punkt P geht und die Gerade d; zur Direktrix hat; und zwar
moge die Gerade p; Polare des Punktes P, beziiglich der Kurve sein.

660. Von einem Kegelschnitte sind fiinf Punkte P, P,, Py, P,,
Py gegeben. Zu finden sind: a) ein sechster Punkt der Kurve,
b) der Mittelpunkt.
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661. Von einem Kegelschnitte sind fiinf Punkte Py, P,, B,
P,, P, gegeben. Wie lassen sich die Tangenten komstruieren, die
den Kegelschnitt in diesen fiinf Punkten berithren?

662. Gegeben sind von einem Kegelschnitte die Punkte P,
P,, P,, eine Tangente ¢ und der Beriihrungspunkt derselben P,
Es soll ein fiinfter Punkt desselben durch Konstruktion gefunden
werden.

663. Ein Kegelschnitt moge von der Geraden #; im Punkte P;,
von der Geraden #, im Punkte P, beriihrt werden. Wie 1iBt sich
im Punkte P, an denselben eine Tangente legen?

664. Fiinf Tangenten ¢, f,, t;, t,, {; eines Kegelschnittes
sind der Lage nach gegeben. HEs soll eine sechste Tangente des-
selben durch Konstruktion gefunden werden.

665. Von einem Kegelschnitte sind fiinf Tangenten {, %, %,
t,, t; gegeben. Es sollen die Beriihrungspunkte dieser fiinf Tan-
genten bestimmt werden.

666. Von einem Kegelschnitte sind fiinf Tangenten i, %, 25,
t,, t; gegeben. Wie 1iBt sich die Lage des Mittelpunktes durch
Konstruktion ermitteln?

667. Gegeben sind drei Tangenten ¢, #,, &; und der Mittel-
punkt O eines Kegelschnittes. Wie 143t sich die Kurve konstruieren?

668. Von einem Kegelschnitte sind drei Tangenten ¢, #, 4
und die Beriihrungspunkte der beiden ersten P,, P, gegeben. Der
Beriihrungspunkt der dritten Tangente soll gesucht werden.

B
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